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Kapitel 1

Einleitung

Die Antwortmengenprogrammierung (answer set programming; kurz ASP) ist ein
relativ neues Programmierparadigma. Bei ihr werden die Antwortmengen eines lo-
gischen Programms gesucht. Die Berechnung einer Antwortmenge ist NP-vollstindig,
das heifit, der Berechnungsaufwand nimmt im schlimmsten Fall exponentiell mit
der Lénge der Eingabe zu.

Was bedeutet dies aber konkret fiir die Berechnung von Antwortmengen?

Stoht man, wenn mit Antwortmengenprogrammierung gearbeitet wird, irgendwann
an eine Schwelle, an der man wegen des exponentiellen Wachstums des Berech-
nungsaufwands nicht mehr weiter kommt?

Gibt es vielleicht Klassen von Problemen, die leichter zu 16sen sind?

Wie kann Wissen dariiber, welche Problemklassen wie schwer zu 16sen sind, dabei
helfen, existierende Antwortmengensolver zu verbessern?

Diese und dhnliche Fragen will ich mit dieser Arbeit untersuchen.

1.1 Lesart

Diese Arbeit ist in Kapitel untergegliedert. Fiir das Verstiandnis ist es nicht unbe-
dingt erforderlich alle Kapitel zu lesen. Personen mit entsprechendem Vorwissen
konnen die Kapitel 2 und/oder 3 iiberspringen.

Kapitel 1 bildet eine kurze Einleitung.

In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Antwortmengenprogrammierung, soweit
sie fiir diese Arbeit relevant sind, behandelt.



1.1. LESART

Kapitel 3 beschiftigt sich mit dem Phaseniibergang und dem Berechnungsauf-
wand. Hier werden vorhandene Resultate iiber den Phaseniibergang und den Be-
rechnungsaufwand aus den Bereichen der aussagenlogischen Erfiillbarkeit (SAT)
und der Antwortmengenprogrammierung vorgestellt.

Kapitel 4 beinhaltet theoretische Uberlegungen zu Suchbiumen, zum Berechnungs-
aufwand, zur Erfiillbarkeit und ihrer Zusammenhiinge bei logischen Programmen.
AuBerdem werden Prognosen angestellt, iiber die Auswirkungen bestimmter Para-
meter.

In Kapitel 5 werden die Generierungsmodelle fiir logische Programme beschrie-
ben. Es dient zum schnellen Nachschlagen dieser.

Kapitel 6 behandelt die Ergebnisse meiner praktischen Untersuchungen. Die Re-
sultate der durchgefiihrten Testreihen werden vorgestellt und Erkldrungsansitze
iiber die Griinde des gezeigten Verhaltens aufgestellt, beziehungsweise die Ergeb-
nisse werden mit den in Kapitel 4 gemachten Aussagen abgeglichen.

In Kapitel 7 werden die Ergebnisse kurz zusammengefasst und ein Ausblick auf
mogliche, zukiinftige Arbeiten gegeben.

Der Grofiteil der Antwortmengenliteratur liegt in englischer Sprache vor. Um den
Leser nicht durch ungenaue Ubersetzungen zu verwirren, werden manche Begriffe
aus der Antwortmengenprogrammierung in Englisch benutzt. Wenn Begriffe in ih-
rer Bedeutung verwendet werden, fiir die es aber einen sehr gebrauchlichen engli-
schen Begriff gibt, wird dieser beim ersten Gebrauch hinter dem deutschen Begriff
in Klammern angegeben. Bei aus anderen Arbeiten iibernommenen Diagrammen,
wurde die originale Beschriftung beibehalten, um Fehler durch ungenaue Uberset-
zungen zu vermeiden.

Programmteile im Text sind im Schreibmaschinenstil geschrieben.

Bei Zahlen wird die amerikanische Schreibweise mit ,,.“ als Dezimaltrennzei-
chen verwendet, da viele Diagramme mit dem Tool Gnuplot generiert wurden und
die Schreibweise der Zahlen von ihm {ibernommen wird.



Kapitel 2

Grundlagen der
Antwortmengenprogrammierung

Dieses Kapitel gibt eine kurze Einfiihrung in die Grundlagen, die fiir das Verstind-
nis der Antwortmengenprogrammierung im Bezug auf den Berechnungsaufwand
und Erfiillbarkeit hilfreich sind.

2.1 Logische Grundlagen

2.1.1 Normale logische Programme

Antwortmengenprogrammierung ist ein Paradigma, das auf verschiedenen logi-
schen Programmen arbeiten kann. Im folgenden werden zwei Arten von logischen
Programmen vorgestellt. Quellen fiir die Definitionen sind [1], [29], [19] und [2].

Ay ist eine Menge von aussagenlogischen Variablen, seine Elemente A; sind Ato-
me.

Ein normales logisches (normal logic) Programm II ist ein Menge von norma-
len Regeln. Eine Regel r fiir ein normales logisches Programm, hat die folgende
Form:

Ay «— Ai,. A, notAyi,...notAy k>m>0

head(ry = Ay

body(ry = {Ay,...,Ay,not Ayyi,. .., 0ot Ay}
body*(r) = {A1,...,A,}
body " (r) = {Ap+is... AL}

A; ist ein positives Literal und not A; ein negatives Literal.
Die Funktion head(r) gibt den Kopf der Regel r zuriick und body(r) den Kor-
per, wobei die Korperliterale als Elemente einer Menge zuriickgegeben werden. In
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der Menge zu body™* (r) sind alle Atome die positiv im Korper vorkommen enthal-
ten oder der positive Teil des Korpers. Dagegen sind in der Menge zu body™ (r)
alle Atome die negiert im Korper vorkommen enthalten oder der negative Teil des
Korpers.

Ein normales logisches Programm IT ist ein positives logisches Programm (de-
finite/basic Program), wenn body~(r;) = 0 fiir alle Regeln r; € I1 des Programms
ist.

Ein Fakt r ist eine Regel mit body(r) = 0.

Eine Integrititsbedingung (constraint) ist eine Regel, deren Korper nicht wahr
sein kann, um damit bestimmte Wahrheitswertbelegungen auszuschlieBen. Sie hat
die Form: « Aq,..., A, not Aps, ..., not Ay
Dies ist die Kurzform fiir: F < not F,Aq,...,A,,not Aysq,...,not Ag , das Atom
F kommt dabei in keiner anderen Regel vor.

2.1.2 Interpretationen

Wahrheitswerte sind die Werte Wahr (true) und Falsch (false).

Eine Interpretation [ ist eine Belegung der Atome eines logischen Programms
mit Wahrheitswerten, bzw. eine Menge von Atome eines logischen Programms die
wahr sind.

Bei einer dreiwertige Interpretation (3-valued Interpretation) kann jedes Atom drei
verschiedene Werte einnehmen Wahr, Falsch und Unbekannt (unknown). Repri-
sentiert durch das Paar (T, F), wobei die Menge T die Atome enthilt, die Wahr
sind, F die, die Falsch sind, und alle Atome die nicht in einer der beiden enthalten
sind, Unbekannt sind. Dabei gilt immer 7 N F = 0. Eine dreiwertige Interpretation
ist total, wenn 7' U F' = A(II) ist, ansonsten ist sie partiell, dabei enthélt die Menge
A(IT) alle Atome des logischen Programms I1.

Ein Modell, ist eine totale Interpretation fiir ein Programm I1 bzw. eine Menge von
wahren Atomen, welche IT erfiillt oder wahr macht. Die Menge M ist ein minimales
Modell von I, wenn es fiir [T kein Modell M’ gibt mit M’ C M.

2.2 Aussagenlogische Erfiillbarkeit (SAT)

Forschungen rund um das Gebiet der aussagenlogischen Erfiillbarkeit (SAT) exis-
tieren schon lidnger als die Forschungen zum Feld der Antwortmengenprogrammie-
rung. Bei SAT-Problemen, geht es darum, Modelle einer logischen Formel zu fin-
den, beziehungsweise herauszufinden, ob eine Formel iiberhaupt erfiillbar (SATis-
fiable) ist. SAT-Probleme gehoren zu der Klasse der NP-vollstindigen Probleme.

NP-vollstindige Probleme haben die Wissenschaft schon die letzten 35 Jahre
beschéftigt ([4], [13]). Das vorldufigen Ergebnis ist, dass es anscheinend keinen
Algorithmus gibt, der garantieren kann, NP-vollstindige Probleme mit polynomi-
ellen oder auch nur subexponentiellen Berechnungsaufwand zu 16sen.
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Viele NP-vollstindige Problemklassen besitzen jedoch Unterklassen die poly-
nomiell zu l6sen sind, ein Beispiel dafiir ist z.B. 2-SAT und Horn-SAT [13].

Bei Arbeiten zu SAT ist zu beachten, dass dort, anders als bei der Antwortmen-
genprogrammierung, Atome als Variablen bezeichnet werden.

2.3 Antwortmengenprogrammierung (ASP)

Eine Antwortmenge eines Programms 11, ist ein minimales Modell von II, auf das,
mithilfe der Regeln von II, geschlossen werden kann. Das heif3t, jedes Atom, wel-
ches in der Antwortmenge ist, muss im Kopf einer Regel vorkommen, deren Koérper
wahr ist, auch wenn das Atom mit falsch belegt wird.

Antwortmengen zu finden oder zu entscheiden, dass es keine gibt, ist der For-
schungsgegenstand der Antwortmengenprogrammierung oder kurz ASP (Answer
Set Programming). Das finden einer Antwortmenge gehort zu der Klasse der NP-
vollstdndigen Probleme ([2]).

2.3.1 Grundinstanzierung von Programme

Ein logisches Programm P kann im pridikatenlogischen Fall allquantifizierte Va-
riablen enthalten. Durch das so genannten Grundinstanzieren (grounding [2]) wer-
den alle Variablen des logischen Programms P ersetzt, durch die Atome bezie-
hungsweise Instanzen, die sie annehmen konnen. Voraussetzung dafiir ist natiirlich,
dass der Wertebereich, den die Variablen annehmen konnen, durch eine endliche
Menge darstellbar ist. Dadurch entsteht ein logisches Programm IT ohne Variablen.
Zu beachten ist, dass P und II semantisch das gleiche Programm darstellen.

2.3.2 Gelfond-Lifschitz Transformation

Das Redukt (reduct; siehe [14], [2]) oder die Gelfond-Lifschitz Transformation ITX
eines logischen Programms II beziiglich einer Menge X von Atomen (Interpreta-
tion) ist das Programm, welches entsteht, wenn alle Regeln, in denen Atome aus
X negiert vorkommen, geloscht werden und wenn im daraus resultierenden Pro-
gramm alle negierten Atome aus dem Korper geloscht werden.

X = {head(r) « body*(r) | r e 1A body (NNX =0}

Das entstehende logisches Programm I1X enthiilt keine negativen Literale mehr.
Daraus folgt, dass das entstandenen Programm ITX immer ein eindeutiges, minima-
les Modell besitzt, da es keine Widerspriiche in ITX mehr geben kann.

2.3.3 (Cn-Operator

Der Cn-Operator ist ein wichtiges Konstrukt in der Antwortmengenprogrammie-
rung, er wird iiber den Tp-Operator definiert. IT ist ein positives logisches Pro-
gramm und X eine Menge von Atomen, die direkte Folge T von X beziiglich IT

5
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ist ([19], [2]):

Tn(X) = {head(r)|r eI A body(r) C X} 2.1)
THX) = X (22)
TL(X) = Tn(TH'(X) i>0 (23)

Der T1-Operator ist monoton, da aus X C Y folgt, dass T(X) C Tr(Y) ist. Das
heiBt, wenn T1(0) ist, ist T ' (X) € T{(X)
Der Cn-Operator ist wie folgt definiert ([19], [2]):

Cn(ty = | 70 (2.4)

i>0

Die Menge X ist genau dann ein stabiles (stable) Modell, beziehungsweise eine
Antwortmenge von einem logischen Programm I1, wenn Cn(IT%) = X ist.

Der Cn-Operator ist ein Fixpunktoperator, da T1i1 monoton ist und die Menge
X, der Atome die von T7; zuriickgegeben werden konnen, eine endliche Menge ist.

Der Cn-Operator ist so realisierbar, dass er in polynomieller Zeit arbeitet ([9]).
Daer die R Regeln eines logischen Programms I1 mit A Atomen maximal min(R, A)
mal durchgehen muss, denn bei jedem Durchgang muss mindestens ein neues
Atom, das im Kopf einer Regel vorkommt, zur Ausgabemenge neu hinzugenom-
men werden. Wenn mit Tl"T kein neues Atom, das im Kopf einer Regel vorkommt,
mehr zur Ausgabemenge hinzugenommen wird, brauchen keine weiteren le[ mit
i < j mehr berechnet werden, da ab Ty, alle Ausgabemengen gleich sind. Der
Berechnungsaufwand pro Regel r; steigt dabei linear mit der Anzahl der Literale
(k; + 1) in ihr.
Demnach ist der maximale Berechnungsaufwand B,,,.:

R
B,.x = -constx mm(R,A) * Z(kl + 1)
i=1

2.3.4 Wohlfundierte Semantik (WFS)

Die wohlfundierte Semantik (well-founded semantics) oder WFS eines normalen
logischen Programms I1 ist charakterisiert durch eine dreiwertige Interpretation,
auch als wohlfundiertes Modell (well-founded model) bezeichnet.

Das wohlfundierte Modell WF'S (II) eines normalen logischen Programms II
ist definiert durch ([2]):

lowerbound

h
Il

U = upperbound

Ly = 0 (2.5)
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Uy = A (2.6)
L = Li_;ucCnI1Vn (2.7)
U = U_NCnITF) (2.8)
ifpan = i (2.9)
i>0
gfp(M = A\ (U, (2.10)
>0
WFSI) = (IfpD),gfpdn)) (2.11)

Die Menge A(II) ist die Menge aller Atome von II. Die Operatoren [fp (lowest
fixpoint) und gfp (greatest fixpoint) sind jeweils die Operatoren zur Bildung des
kleinsten und grofSten Fixpunktes von I1. Alle Atome die in /fp(I1) enthalten sind,
sind auch in allen Antwortmengen von 11 enthalten und alle Atome die in gfp(I])
enthalten sind, sind in keiner Antwortmenge von II enthalten.

Die Operatoren, die zur Definition der wohlfundierte Semantik verwendet wer-
den, konnen bei der Suche nach Antwortmengen genutzt werden.

Soll die dreiwertige Interpretation /(I X, Y) aller moglichen Antwortmengen
AW; von II erzeugt werden, von denen X eine Teilmenge ist (X € AW;) und die
kein Element von A(IT) \ Y enthalten (A(I1) \ Y N AW; = 0), beziehungsweise alle
Atome die nicht in Y sind, sind auch in keiner der Antwortmengen, kdnnen die
Operatoren der Definition des wohlfundierte Modells dafiir als Grundlage dienen.
Die Definition der angepassten Operatoren lautet dann:

L = X (2.12)
Us = Y (2.13)
L} = L ,uCn@Yn) (2.14)
Ul = U, NnCnlho) (2.15)
Ifp(ILX) = UL;.* (2.16)
i>0
gfpaLY) = AM\(U; (2.17)
>0
IALX,Y) = (IfpdLX),gfpdLY)) (2.18)

Der Hauptunterschied ist, dass die L; und U; Operatoren mit den Wert L; = X
bzw. Uj =Y initialisiert werden. Wird X = @ und ¥ = A(TI) gesetzt, so wird das
wohlfundierte Modell von II berechnet.

Wenn es ein x € [f p(I1, X) gibt, fiir das auch x € gf p(I1, Y) gilt (bzw. [f p(I1, X)N
gfp(LY) # 0), so besitzt I1 fiir Ly = X und U; = Y keine Antwortmenge.

IstifpdL, X) VU gfp(IL,Y) = A(I), so ist [f p(I1, X) eine Antwortmenge von II.

Wenn [fp(I1, X) U gf p(1,Y) # A(I]) ist, konnen entsprechende Antwortmen-
gen gesucht werden, indem fiir ein Atom a, das nicht in [fp(I1, X) U gfp(IL, Y)
vorkommt, beide Belegungen ausprobiert werden. Dafiir kann es einmal mit den
Atomen vereinigt werden, die mit /fp(I1, X) als zu den Antwortmengen gehdrend
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gefunden wurden, indem L = (If p(I1, X) U{a}) gesetzt wird (/; = (IL, (1f p(I1, X)U
{a}),Y)) . Andererseits kann es von den Atomen geloscht werden, die maximal in
den Antwortmengen sein konnen, indem Uy = ((A(ID) \ gfp(IL, Y)) \ {a}) gesetzt
wird (1> = (IL X, ((AdD \ gfpd1L, Y)) \ {a}))) .

Das Anwenden der [fp und gfp Operatoren kann als SchlieBen bzw. Infe-
renz gesehen werden, da von den vorhandenen Informationen auf neue geschlossen
wird. Wenn ein noch nicht festgelegtes Atom aus A(ID\(/fp(I1, X)Ug f p(I1, Y)) mit
Ly vereinigt oder aus Uj; geloscht wird, wird eine Entscheidung (choice) vollfiihrt.

Da die Menge L aus der Vereinigung seines Vorginges mit einer Menge ent-
steht, ist sie monoton wachsend. Dagegen ist die Menge U monoton fallend, da
sie aus dem Durchschnitt seines Vorginges mit einer Menge entsteht. Weiterhin
ist die Menge der Atome, die in Cn(ITX) enthalten sein konnen, endlich, denn es
konnen maximal alle Atome des Programms IT enthalten sein. Das heifit, ab einem
bestimmten n ist L; = L7 | fiir i > n und fiir ein m ist U] = U, fiir i > m. Dann
brauchen natiirlich keine weiteren L? und U mehr gebildet werden.

Das wohlfundierte Modell kann in quadratischer Zeit berechnet werden ([20]).

2.3.5 Abhingigkeitsgraph

Gegeben ist ein logisches Programm II, der Abhéngigkeitsgraph G von I, ist der
folgende gerichtete Graph ([20]): Die Knoten des Graphen sind die Atome des
Programms. Alle Knoten p, g fiir die es eine Regel in I1 gibt, in der p der Kopf ist
und ¢ positiv im Korper der Regel vorkommt, sind durch eine positive Kante von p
nach g verbunden. Wenn ¢ negativ im Korper der Regel vorkommt, sind sie durch
eine negative Kante von p nach ¢ verbunden.

2.3.6 Negative Zyklen

Ein ungerader (odd) Zyklus im Abhingigkeitsgraphen enthilt eine ungerade An-
zahl von negativen Kanten. Ein gerader (even) Zyklus enthilt eine gerade Anzahl
von negativen Kanten. Normale logische Programme die nur gerade Zyklen be-
sitzen, haben immer ein stabiles Modell, und eines der stabilen Modelle kann in
polynomieller Zeit berechnet werden ([20]). Weiterhin wird in [20] gezeigt, dass
bei Programmen mit einer begrenzten Anzahl von (nicht trivialen) geraden Zy-
klen alle Antwortmengen in polynomieller Zeit berechnet werden kénnen. Wenn
ein Programm keine solchen Zyklen enthilt, besitzt es maximal ein stabiles Mo-
dell und damit maximal eine Antwortmenge. Ein Programm mit & (nicht trivialen)
geraden Zyklen hat maximal 2* stabile Modelle.

Im allgemeinen generieren gerade Zyklen Antwortmengen und ungerade Zy-
klen verringern die Zahl der Antwortmengen.

Wie aussagekriftig Zyklen fiir den Berechnungsaufwand sind, ist allerdings
ungeklért. Dabei sollte bedacht werden, dass alle moglich Abhédngigkeitsgraphen
und damit alle moglichen Zyklenzusammensetzungen mit normalen logischen Pro-
grammen, die nur aus Regeln mit jeweils einen Korperatom bestehen (1-LP), er-
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zeugt werden konnen. Fiir die Klasse solcher 1-LP Programme kann allerdings mit
polynomiellen Aufwand jeweils eine Antwortmengen berechnet werden oder ge-
sagt werden, dass es keine gibt, was fiir alle normale logische Programme nicht
gilt.

2.3.7 Positiver Abhiingigkeitsgraph

Sei ein logisches Programm IT gegeben. Der positive Abhingigkeitsgraph G, von
I1, ist der folgende gerichtete Graph: Die Knoten des Graphen sind die Atome des
Programms. Alle Knoten p, g fiir die es eine Regel in I1 gibt, in der p der Kopf ist
und ¢ positiv im Korper der Regel vorkommt, sind durch eine Kante von p nach ¢
verbunden.

Der positive Abhingigkeitsgraph von II entspricht also dem Abhingigkeits-
graph von II, wenn alle negativen Kanten entfernt werden.

2.3.8 Body-head Abhéngigkeitsgraph

Der body-head (Korper-Kopf) Abhéngigkeitsgraph ist eine Erweiterung des Ab-
hingigkeitsgraphen, in dem auch die Korper von Regeln beriicksichtigt werden.

Der body-head Abhingigkeitsgraph eines gegebenen Programms I1, ist ein ge-
richteter Graph. Die Knoten des Graphen sind die unterschiedlichen Kopfe und
Korper des Programms. Alle Koptknoten p und Korperknoten b fiir die es eine
Regel in II gibt, in der p der Kopf und b der Korper der Regel ist, sind durch eine
Kante von p nach b verbunden. Alle Kopfknoten p und Korperknoten b fiir die es
eine Regel in IT gibt und p Element body* (b) ist, sind durch eine positive Kante
von b nach p verbunden. Wenn p Element body™ (b) ist, sind sie durch eine negative
Kante von b nach p verbunden.

Dabei enthilt die Atommenge body™ (b) alle positiven und body~(b) alle nega-
tiven Literale des Korpers b.

2.3.9 Loop-Formeln

Wie im Abschnitt 2.3.6 erldutert, sind Zyklen eine wichtige Struktur in logischen
Programmen. Sie bekommen noch eine extra Bedeutung mit dem Zeichen ,,«*.
Wihrend in der klassischen Logik ,,a <« b* die Bedeutung ,,a wenn b* hat und
damit in ,,—a V b* iibersetzt werden kann, bedeutet ,,.a < b* in ASP ,,aus b folgt
a‘““, damit kann a nur geschlossen werden, wenn b vorher wahr ist. Nicht erlaubt
ist dabei a zu schlielen, wenn b nur wahr ist, weil a wahr ist, z.B. kann nicht aus
»a — a‘“ geschlossen werden das a wahr ist. Dies wird auch {iiblicherweise bei
der Suche nach Antworten als Zirkelschluss abgelehnt. Das Ausschlielen solcher
Zirkelschliisse ist der einzige Unterschied bei der Antwortmengensuche zur Suche
bei SAT.

Eine Menge von Atomen L des logischen Programms II wird Loop (Kreis)
genannt, wenn es fiir je zwei Atome p und ¢ aus L einen Pfad im positiven Abhén-
gigkeitsgraphen von I1 gibt, der sie verbindet. Zirkelschliisse konnen durch solche

9
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Loops entstehen. Durch das Einfiigen sogenannter Loop-Formeln (loop formulas)
konnen solche Zirkelschliisse ausgeschlossen werden und so Antwortmengenpro-
bleme direkt mit SAT-Solvern gelost werden, beziehungsweise Antwortmengen-
probleme auf SAT-Probleme zuriickgefiihrt werden. Niheres dazu in [18],[22] und
[29]. Allerdings kann die Ubersetzung eines Antwortmengenproblems in ein SAT-
Problem mithilfe von Loop-Formeln einen exponentiellen Zuwachs der Grofie der
Problemdarstellung erzeugen.

2.3.10 Nichtmonotonie

Seien Cons(I1) die Konsequenzen eines Programmes, das heiflt, der Durchschnitt
aller Antwortmengen des Programmes, dann ist ASP in dem Sinne nicht monoton,
dass aus IT C IT’ nicht Cons(IT) € Cons(I1") bzw. Cons(I1") C Cons(I1) folgt.

Bei SAT sind die Konsequenzen Cons(F) der Durchschnitt durch alle Modelle
einer Formel F. Sind bei SAT zwei Mengen von Klauseln (Formeln) F und F’
gegeben, so folgt aus F C F’ die Beziehung Cons(F) C Cons(F’) .

Der Unterschied zwischen ASP und SAT soll an folgendem Beispiel verdeut-
licht werden. Gegeben ist das normale logische Program Il = {a « not b} und
die entsprechende Formel F = {a V b}, sowie die Mengen I1’ = [1 U {b} und
F’ = FU{b} . Daraus folgt fiir die Konsequenzen: Cons(IT) = {a}, Cons(I1") = {b},
Cons(F) = 0 und Cons(F’") = {b}, das heiBit, Cons(F) C Cons(F’), aber weder
Cons(IT) € Cons(I1") noch Cons(Il’) C Cons(I).

2.4 Berechnung von Antwortmengen

Es wird angenommen ([20]), dass der Berechnungsaufwand fiir die Suche nach ei-
ner Antwortmenge im schlimmsten Fall (worst case) exponentiell mit der Anzahl
der Atome wichst. Die Idee, die dahinter steckt ist, dass mit jedem zusitzlichen
Atom sich die GroBe des (mdglichen) Suchraums verdoppelt, es aber im Allgemei-
nen keine Moglichkeit gibt zu garantieren, dass dieser nicht vollstindig durchsucht
werden muss. Die Suchraumgrofe verdoppelt sich mindestens mit jedem weiteren
Atom, da die Anzahl der potentiellen Antwortmengen bzw. die Anzahl der Inter-
pretationen 24! entspricht und der Suchraum mindestens diese enthalten muss,
wobei A(IT) die Menge der Atome eines Programms I1 ist. Im Falle, dass der ganze
Suchraum durchsucht werden muss, verdoppelt sich der Berechnungsaufwand mit
jedem neuen Atom. Die Abschitzung fiir den schlimmsten Fall fiir das Wachstum
des Berechnungsaufwands ist demnach 24D,

Dieser Fall kann sicherlich konstruiert werden. Aber die Wahrscheinlichkeit,
dass eine konkrete Problemklasse oder ein konkretes Problem diesem Fall ent-
spricht, ist dulerst gering. Meist sind Atome von anderen abhiingig und es miissen
dann nicht fiir jedes Atom beide Fille, dass es wahr ist oder nicht, tiberpriift wer-
den. Durch ein neues Atom (mit entsprechenden Regeln) wird sich also normaler-
weise nicht der Berechnungsaufwand verdoppeln. Es reicht fiir ein exponentielles
Wachstum allerdings aus, dass sich im Durchschnitt der Berechnungsaufwand fiir

10
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ein neues Atom (mit entsprechenden Regeln) um einen Faktor F grofer 1 vergro-
Bert. Dann wire das Wachstum des Berechnungsaufwands FA(DI,

Unabhingig davon gibt es bei logischen Programmen Unterklassen, die mit
polynomiellen Berechnungsaufwand gelost werden konnen, z.B. positive logische
Programme.

Die meisten Algorithmen zur Suche von Antwortmengen gehen allgemein gespro-
chen so vor, dass immer zwei Schritte solange wiederholt werden, bis die geforder-
ten Anzahl von Antwortmengen gefunden wurden oder bewiesen wurde, dass keine
(weiteren) Antwortmengen existieren. Der erste Schritt ist dabei auf die Wahrheits-
werte aller Atome zu schlielen, bei denen dies unter den Voraussetzungen moglich
ist. Im zweiten Schritt wird ein noch nicht belegtes Atom ausgewihlt, eine Wahr-
heitswertbelegung an ihm ausprobiert und wenn dies nicht zum Ziel fiihrt, auch
die andere Wahrheitswertbelegung ausprobiert. Ausprobiert bedeutet dabei, dass
fiir die entstehende partielle Interpretation eine Antwortmenge oder mehrere ge-
sucht werden. Bei diesem Ausprobieren wird das urspriingliche Problem in zwei
kleinere Probleme aufgespalten. Diese Schritte werden solange wiederholt, bis die
geforderte Anzahl von Antwortmengen gefunden wurde oder die Schritte nicht
mehr ausfiihrbar sind.

Da bei jedem Aufspalten des Problems, zwar ein Atom weniger zu betrachten
ist, dafiir aber dann zwei, nur um ein Atom kleinere, Probleme zu betrachten sind,
kann diese Antwortmengensuche exponentiellen Berechnungsaufwand erfordern.

Wie viele Antwortmengen berechnet werden sollen, hiingt von der Problem-
stellung ab. Meist wird nur eine Antwortmenge gesucht, es konnen aber auch alle
oder eine bestimmte Anzahl von Antwortmengen gesucht werden.

24.1 Antwortmengensuche durch Aufspalten und Begrenzen per WFS

Die Strategie, welche mit Aufspalten und Begrenzen (branch and bound; [2]) arbei-
tet, ist die meist verbreitete Losungsstrategie fiir kombinatorische Suchprobleme.

Die Algorithmen arbeiten auf dreiwertigen Interpretationen. Bei der Initiali-
sierung werden zwei leere Mengen als Mengen fiir die wahren (7)) und falschen
(F) Atome iibergeben und das aussagenlogische Programm I1. Dann werden zwei
Schritte solange wiederholt, bis geniigend Antwortmengen entstanden sind oder
keine mehr erzeugt werden kann. Die Menge T ist eine Antwortmenge, wenn die
Interpretation I = (T, F') total ist, beziehungsweise die Vereinigung 7 U F' = A(IT)
alle Atome A(I) aus II enthélt. Die Menge T kann durch weitere Berechnungen
keine Antwortmenge mehr werden, wenn der Durchschnitt 7 N F nicht leer ist, also
ein Atom sowohl wahr als auch falsch sein miisste.

Begonnen wird mit der Interpretation I = (T, F) = (0, 0).

Schritt 1: Es wird I = ({fp(I1,T), gf p(1,A(I1) \ F)) mithilfe der Operatoren der
wohlfundierte Semantik aus Abschnitt 2.3.4 berechnet, wobei Ly = T und
U; = A(IT) \ F gesetzt wird. Entsteht dabei eine Antwortmenge, wird diese

11
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zuriickgegeben, ist keine mehr moglich bzw. es tritt ein Konflikt auf, wird
Falsch zuriickgegeben, ansonsten wird zu Schritt 2 libergegangen.

Schritt 2: Dann wird ein Atom ausgesucht, das in (A(P) \ (T U F)) ist. Mit diesem
Atom werden zwei neue Interpretationen aus der Interpretation I = (T, F)
gebildet, wobei bei einer von den neuen Interpretationen das Atom mit 7
vereinigt wird und bei der anderen mit F'. Mit diesem beiden Interpretationen
wird jeweils Schritt 1 wiederholt, bis geniigend Antwortmengen berechnet
worden sind oder es keine weiteren Antwortmengen mehr gibt. Dabei muss
eventuell Schritt 1 auch nur mit einer der beiden wiederholt werden.

Die erzeugten Antwortmengen werden zuriickgegeben.

Schritt 2 wird dabei choice (Entscheidung) genannt.

Diese Art der Antwortmengensuche kann durch weitere Optimierungen erginzt
werden. Fiir mehr Details siehe [2].

Im Grunde konnen in Schritt 1 auch andere Operatoren, als die der wohlfun-
dierte Semantik, eingesetzt werden. Wichtig dabei ist, dass nur etwas geschlossen
wird, was logisch folgt. Die eingesetzten Operationen miissen also die Vollstandig-
keit erhalten.

2.4.2 Systeme

Beide nachfolgend ASP-Systeme arbeiten mit dem Aufspalten und Begrenzen An-
satz auf erweiterten aussagenlogischen Programmen.

Mit dem Programm LParse konnen dabei Programme mit Variablen in solche
erweiterten aussagenlogischen Programme umgewandelt werden. LParse nimmt
ein logisches Programm, bildet die aussagenlogischen Version des Programms,
loscht einige iiberfliissige Teile (z.B. doppelte Regeln) und wandelt es in eine fiir
die Systeme leichter lesbare Form um.

2.4.2.1 Smodels

Smodels [27] ist ein Antwortmengensolver von Patrik Simons, welcher auf einer
Erweiterung von normalen logischen Programmen arbeitet.

Smodels arbeitet mit dem Aufspalten und Begrenzen mit dem WFS-Ansatz
in Abschnitt 2.4.1 auf Seite 11. Zum Einsatz kommen dabei auch eine Heuris-
tik und Operationen welche die Suche beschleunigen sollen, eine solche Operati-
on wire z.B. das Loschen von iiberfliissigen Regeln und Literalen. Der Smodels-
Algorithmus arbeitet dhnlich wie der DPLL-Algorithmus fiir SAT-Probleme.

1 |function smodels (P, 1)
2 I expand (P, 1)

3 I lookahead (P, 1)
4

5

if conflict(P,I) then
return false

12
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6 else

7 if I covers Atoms(P) then

8 return true {T a stable model}
9 else

10 X := heuristic(P,I)

11 if smodels(P,I U {x}) then

12 return true

13 else

14 return smodels (P,I U {not(x)})
15 end if

16 end if

17 end if.

Listing 2.1: Smodels

Listing 2.1 iibernommen aus [27] zeigt den Hauptalgorithmus von Smodels,
dabei ist P ein logische Programm und / = (T, F') eine dreiwertige Interpretation.

Die Funktionen expand(P,I) und lookahead (P, I) realisieren Schritt 1 aus
Abschnitt 2.4.1. Die expand (P, I) Funktion verwendet dabei die Operatoren der
wohlfundierte Semantik und die Funktion 1ookahead (P, I) schaut voraus, indem
sie Atome versuchsweise mit Wahrheitswerten belegt. Die Funktion conflict (P, I)
testet, ob die Interpretation / wiederspriichlich ist (ein Atom ist sowohl wahr als
auch falsch). Mit der zusammengesetzten Funktion I covers Atoms(P) wird ge-
priift, ob in der Interpretation [ alle Atome des Programms belegt sind, beziehungs-
weise ob [ total ist. Mit der Funktion heuristic(P,I) wird ein Atom fiir Schritt
2 aus Abschnitt 2.4.1 ausgesucht. Die Vereinigung von Mengen wird durch die
Funktion U realisiert.

Fiir mehr Details sei auf [27] verwiesen.

2.4.2.2 Nomore++

Bei dem am Institut Informatik, Lehrstuhl Wissensverarbeitung, an der Universi-
tit Potsdam entwickelten Antwortmengensolver NoMoRe [1] handelt es sich um
einen auf Graphen basierten Ansatz. Ein Solver, der auf diesem Ansatz aufbaut, ist
der am gleichen Lehrstuhl entwickelte Nomore++ Solver.

Grundlage dafiir ist der body-head Abhéngikeitsgraph eines logischen Pro-
gramms. Uber Einfirbungen werden die einzelnen Knoten mit Werten belegt. Wenn
alle Kopfknoten mit einem Wahrheitswert Wahr oder Falsch belegt wurden, wur-
de eine Antwortmenge gefunden. Wenn dies aufgrund von Widerspriichen nicht
moglich ist, gibt es keine Antwortmenge. Das System Nomore++ arbeitet mit ei-
nem erweiterten Aufspalten und Begrenzen Ansatz aus 2.4.1. Zusétzlich zu den
Belegungen der Atome, beziehungsweise der Kopfe, konnen auch den Korpern
der Regeln Werte zugeordnet werden. Dadurch gibt es nicht nur die Moglichkeit
an Kopfen aufzuspalten, beziechungsweise einen choice zu machen, sondern auch
fiir Korper. Der potentielle Suchraum wird dadurch natiirlich groBer, aber er kann
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auch stirker eingeschriankt werden. Fiir eine genaue Beschreibung von Nomore++
siehe [1].
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Kapitel 3

Phasenubergang und
Berechnungsaufwand

Der Phaseniibergang beschreibt eine Region beziiglich eines Parameters, in der ein
anderer Parameter eine zu seinem sonstigen Verhalten relativ starken Sprung in sei-
nen Werten durchmacht. Ein Beispiel ist der Phaseniibergang des Wassers von fest
zu fliissig. Wiahrend die Temperatur allmihlich steigt, nimmt beim Schmelzpunkt
die Festigkeit des Wassers plotzlich stark ab. Phaseniiberginge wurden auch in
anderen Bereichen auflerhalb der Physik gefunden, z.B. der Mathematik, Chemie
oder Informatik.

Oft haben diese Phaseniiberginge auch einen Einfluss auf andere Parameter.
Wihrend beim Wasser innerhalb der Phasen die Energiemenge, die notig ist, um
eine Erwdhrmung um ein Grad zu erzielen, ungefihr konstant ist, nimmt diese
Energiemenge bei den Phaseniibergéngen plétzlich rapide zu.

Ahnliches ist auch hiufig fiir Phaseniibergiinge bei Berechnungsproblemen fiir
den Berechnungsaufwand zu beobachten. Im Bereich von Phaseniibergingen (z.B.
von losbaren zu nicht 16sbaren Problemen) ist der Berechnungsaufwand oft hoher.

Wie in [13] bemerkt, kénnen viele NP-vollstindige Probleme durch einen Pa-
rameter charakterisiert sein, der angibt wie stark das Problem die Losungsmdg-
lichkeiten einschriankt. Wenn die Problemklassen beziiglich dieses Parameters be-
trachtet werden, gibt es einen Phaseniibergang von meist erfiillbar zu meist nicht
erfiillbar. In vielen Fillen kann ein (Skalierungs-) Parameter gefunden werden, der
durch eine Skalierungsfunktion aus anderen Parametern gebildet wird, so dass die
Kurven fiir die Erfiillbarkeit sich beziiglich diesem in einem Bereich schneiden und
dort einen Phaseniibergang haben. Wenn sich Kurven in einem Punkt iiberschnei-
den, wird dieser Uberschneidungspunkt (crossover point) genannt. Beziiglich eines
solchen Skalierungsparameters sind auch Verldufe von Kurven fiir andere Parame-
ter (z.B. Zeit) dhnlich, das heiflt z.B., dass die Kurven beziiglich des Skalierungs-
parameters ungefihr bei dem gleichen Wert ein Maximum aufweisen.

15



3.1. GRAPHENPROBLEME

3.1 Graphenprobleme

Bei der Suche nach Hamiltonschen Zyklen in ungerichteten Graphen mit per Zu-
fall generierten Kanten ist der Skalierungsparameter durch die Skalierungsformel
leg ~ bestimmt [13], wobei E die Anzahl der Kanten (edges) im Graph ist und N

die Anzahl der Knoten (nodes).

1

5k g L T
Hamittonian Cycles, 8 nodes +—
Hamitonian Cycles, 10 nodes —+—
Hamittonian Cycles, 12 nodes -5--
Hamitionian Cycles, 14 nodes -%—
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BN logN)

Abbildung 3.1: Erfiillbarkeit bei Hamiltonschen Zyklen in Zufallsgraphen

Beziiglich dieses Parameters gibt es einen Uberschneidungspunkt bei der Er-
fiillbarkeitskurve, wie in Abbildung 3.1 aus [13] Seite 3 fiir verschiedene Anzah-
len von Knoten N (nodes) zu sehen. Die y-Achse zeigt den Anteil der Graphen die
einen Hamiltonschen Zyklus besitzen. Die Daten von [13] wurden mithilfe eines
von Jeremy Frank und Charles U. Martel selbst implementierten Aufspalten und
Begrenzen (branch-and-bound) Algorithmus erhoben. Deutlich erkennbar ist, dass
mit Zunahme der Anzahl der Kanten bei rund 0.7, die Anzahl der Graphen, die Ha-
miltonsche Zyklen besitzen, stark zunimmt, von einem Bereich (Phase 1), in dem
so gut wie kein Graph einen Hamiltonschen Zyklus hat, zu einem Bereich (Phase
2), wo fast alle Graphen Hamiltonsche Zyklen besitzen.

In der Néhe dieses Phaseniibergangs wurde auch das Maximum des Berech-
nungsaufwandes gefunden. Dies ist in Abbildung 3.2 aus [13] zu sehen. Auf der
y-Achse sind die Backtracks des in [13] verwendeten Algorithmus skaliert auf-
getragen, dabei wurden zur Skalierung die Werte der Testreihen zu den einzelnen
Knotenanzahlen jeweils durch die Maximalwerte der Testreihen dividiert (skalier-
ter Testreihenwert=(Testreihenwert)/(maximaler Testreihenwert)) .
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Bnodes e—
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Abbildung 3.2: Backtracks bei Hamiltonschen Zyklen in Zufallsgraphen

3.2 Aussagenlogische Erfiillbarkeit (SAT)

Der Berechnungsaufwand und die Verteilung von logischen Formeln mit und oh-
ne Modellen bei SAT-Solvern wurde schon mehrfach untersucht, beispielsweise in
[24], [6], [25], [5] und [12]. In [12] sind einige Wahrscheinlichkeitsuntersuchun-
gen hinsichtlich des Berechnungsaufwands bei SAT-Problemklassen zu finden. Das
Ergebnis dieser Untersuchungen ist, dass gro3e Bereiche des Parameterraums Pro-
bleme darstellen, die im Durchschnitt mit einer Wahrscheinlichkeit gegen 1 mit
polynomiell wachsenden Aufwand zu 16sen sind.

In [24], [6], [25] und [5] wurden statistische Untersuchung anhand verschiede-
ner Modelle gemacht.

Beim fixed clause-length (feste Klauselldnge) oder k-SAT Modell, besitzt jede
Klausel eine feste Anzahl k von Literalen. Die Literale werden aus der Menge der
Variablen zufillig ausgewéhlt und mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.5 negiert.
Beim constant-probability (konstante Wahrscheinlichkeit) Modell, hat jede Varia-
ble eine konstante Wahrscheinlichkeit in einer Klausel aufgenommen zu werden,
wobei die Wahrscheinlichkeit, dass sie negiert aufgenommen wird, wieder 0.5 ist.
Die Auswahl geschieht natiirlich immer zuféllig. Eine Erweiterung zum constant-
probability Modell ist das €k-SAT Modell, bei dem trivial zu I6sende Klauseln
verboten sind (z.B. die Klausel (a) oder (a V not a)). Eine andere Erweiterung ist
das [k, []-SAT Modell, bei dem die Klauselldnge gleichmifig zwischen der Linge
k und [ verteilt ist.

Die restlichen Parameter beider Modelle sind Anzahl der Klauseln und Varia-
blen fiir die Probleme bzw. Formeln. Fiir eine Testreihe in [24], [25] und [5] wurde
eine Anzahl von Testpunkten mit jeweils mehreren Problemen (in der Gréenord-
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nung von 1000) mit festen Parameterwerten generiert, wobei sich die verschiede-
nen Testpunkte in einem Parameterwert (meist der Klauselzahl) unterschieden.

Zur Berechnung der Modelle wurde der DP- und der DPLL-Algorithmus ver-
wendet. Der DPLL-Algorithmus ist der von Davis, Logemann und Loveland in [7]
beschriebene Algorithmus. Er baut auf dem in [8] beschriebenen urspriinglichen
DP-Algorithmus von Davis und Putnam auf. Beim urspriinglichen DP-Algorithmus
werden Variablen einer Formel nacheinander durch Resolution eliminiert, wobei
alle moglichen Resolventen einer gewéhlten Variable gebildet und alle Klauseln,
welche die gewihlte Variable enthalten, geloscht werden.

Beim DPLL-Algorithmus wurde der Eliminationsschritt durch einen Aufspalten-
Schritt (bzw. choice bei dem beide Variablenbelegungen ausprobiert werden) er-
setzt. Auf diese Weise entstehen fiir eine gewihlte Variable zwei kleinere Unter-
probleme anstatt eines groen erweiterten Problems. Der entstehende Algorithmus
macht eine tiefen-zuerst (depth-first) Suche mit Backtracking (Zuriickverfolgen)
durch die (Teil-) Wahrheitswertbelegungen. Der Algorithmus ist in [5] Seite 3 zu
finden.

STEPHEN A, COO0OK AND DAVID &G. MITCHELL

5{;{)0 T T T T T

Median DPLL calls, 50-var 3-SAT

o —
St
=2
=
T

Proportion Satisfiable, 50-var 3-5AT

2 3 4 il ¥

=4
o0

Ratio of Clanses to Variables (m/n)

Abbildung 3.3: Performanz des DPLL-Algorithmus und Erfiillbarkeit fiir 3-SAT
mit 50 Variablen

In Abbildung 3.3, iibernommen aus [5], ist ein typisches Ergebnis zu sehen.
Verwendet wurde dabei das fixed clause-length Modell mit 3 Literalen (3-SAT) und
50 Variablen. Auf der x-Achse ist dabei der Parameter m/n = Klauseln/Variablen
aufgetragen, da sich dieser als charakteristischer Skalierungsparameter gezeigt hat.
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3.2. AUSSAGENLOGISCHE ERFULLBARKEIT (SAT)

Im oberen Diagramm sind auf der y-Achse der Median der rekursiven Aufrufe
(calls) des DPLL-Algorithmus aufgefiihrt, wodurch der Berechnungsaufwand re-
flektiert wird. Bei einer sortierten Reihe von Messwerten ist der Median der Wert,
der an der mittleren Position steht. Die y-Achse des unteren Diagrammes zeigt
den Anteil der 16sbaren Probleme des Testpunktes an. Im unterem Diagramm ist
deutlich ein Phaseniibergang zu erkennen, von einem Bereich mit iiberwiegend 16s-
baren, zu einem Bereich mit iiberwiegend nicht 16sbaren Problemen. Dieser Pha-
seniibergang liegt zwischen den m/n Werten 4 und 5.

Im oberen Diagramm des Berechnungsaufwands ist ein leicht-schwer-leicht
Muster (easy-hard-easy pattern) zu erkennen. Wobei das Maximum ungefihr bei
m/n = 4.5 liegt, dort wo die Kurve im unterem Diagramm den 0.5 Wert erreicht.

1.0

. T T T T T
Pr[SAT] 0.5 -\\ \ \‘ .
UU W 1 i & 'y i
T T T T T
10000 ¢ oy E
E 2.85AT - . oo
[ 3-5AT —=—
1000 E
DP 000 3
Steps
100 £
10 ] ] I

0 ] 10 15 20 25 30

Ratio of Clauses to Variables

Abbildung 3.4: Median steps des DP-Algorithmus fiir k-SAT mit ausgewéhlten
Werten von k

In Abbildung 3.4, iibernommen aus [24] Seite 4, sind die Diagramme mit den
Kurven fiir n = 25 Variablen und verschiedene Werte fiir die Anzahl & der Lite-
rale pro Klausel zu sehen. Dabei zeigt diesmal das untere Diagramm den Median
des Berechnungsaufwandes in Form von logarithmisch aufgetragenen Median der
DP steps, der DP-Algorithmus ist in [24] auf Seite 2 zu finden. Der verwendete
DP-Algorithmus entspricht dabei dem DPLL-Algorithmus, ohne die ,,pure literal*
Regel, ist also ein DPLL-Algorithmus und nicht der urspriingliche Resolutions DP-
Algorithmus.

Auch hier tauchen wieder die gleichen Muster auf. Weiterhin ist zu erkennen,
dass mit zunehmenden k auch das Maximum des Berechnungsaufwandsmedians
und der Kurvendurchgang durch den 0.5 Wert im oberen Diagramm nach rechts
wandern. Dies entspricht einer Zunahme des m/n Parameters. In dem unteren Dia-
gramm ist weiterhin eine Zunahme des Maximums zu sehen.
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3.2. AUSSAGENLOGISCHE ERFULLBARKEIT (SAT)

Die 2-SAT Probleme bilden eine Ausnahme. Wie Beispielsweise in [24] dar-
gestellt, sind 2-SAT Probleme in O(n + m) Zeit zu 16sen.

1.0 T T T I
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0.0 : : .
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Ratio of Clauses to Variables

Abbildung 3.5: Steps des DP-Algorithmus fiir 3-SAT mit ausgewéhlten Werten von
Variablen n

In Abbildung 3.5, tibernommen aus [24] Seite 6, sind die Diagramme mit den
Kurven fiir verschiedene Anzahlen von Variablen (n = 25;50; 75) und 3 Literalen
pro Klausel (3-SAT) zu sehen. Die Art der Diagramme entspricht dabei denen in
Abbildung 3.4 . Ersichtlich hierbei ist, dass sowohl das Maximum beim Berech-
nungsaufwand, als auch der Phaseniibergang bei der Erfiillbarkeit bei ungefihr den
gleichen m/n Werten liegen. In beiden Diagrammen werden die Kurven mit zuneh-
menden 7 steiler. Desweiteren wichst der Berechnungsaufwand mit zunehmenden
n exponentiell.

In [25] wird vermutet, dass mit dem constant-probability (konstant Wahrschein-
lichkeit) Modell keine schweren Probleme generiert werden kénnen und es damit
fiir den Test von SAT-Solvern ungeeignet ist.

In [24] wird das €k-SAT Modell untersucht, das ein dhnliches Verhalten zeigt
wie das k-SAT Modell, abgesehen davon, dass die generierten Probleme wesent-
lich einfacher sind. Auch andere Modelle zeigen ein zum k-SAT Modell dhnliches
Verhalten.

Das leicht-schwer-leicht Muster wird in [25] damit begriindet, dass in Formeln,
mit wenigen Klauseln pro Variable, die legalen Variablenbelegungen wenig be-
schriankt werden und so die meisten Belegungen Losungen sind. Bei vielen Klau-
seln pro Variable, sind die legalen Variablenbelegungen zu sehr beschrinkt und es
kann schnell ermittelt werden, dass es keine erfiillenden Belegungen gibt. Dazwi-
schen, im schweren Bereich, miissen viele Variablenbelegunge gepriift werden, um
herauszufinden, ob es eine Losung gibt. Da bei der Erfiillbarkeitswahrscheinlich-
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keit von 0.5 am schlechtesten vorausgesagt werden kann, ob die Formel erfiillbar
ist oder nicht, liegt dort der schwierige Bereich. In [24] wird dazu noch die Ergin-
zung gemacht, dass das Maximum sich durchaus etwas verschieben kann, wenn
z.B. der Algorithmus dazu ausgelegt wurde erfiillbare Formeln schneller zu 16sen.

Bei der Frage, ob zufillig generierte Probleme als Test fiir SAT-Solver benutz-
bar sind, gehen die Meinungen auseinander. Hauptargument dafiir, ob sie benutzbar
sind, ist anscheinend, dass schwere Probleme generiert werden kénnen. Wihrend
in Mitchell’s Arbeiten davon ausgegangen wird, dass zumindest der schwere Be-
reich bei k-SAT fiir k > 2 dafiir durchaus geeignet ist, wurden in anderen Arbeiten
keine passenden Parameter dafiir gefunden.

3.3 Antwortmengenprogrammierung (ASP)

In [29] Kapitel 4 und [21] wurden von Yuting Zhao Phaseniibergiinge bei der
Antwortmengenberechnung untersucht. Darin werden drei ASP-Systeme benutzt,
Smodels 2.27, DLV (Mai 16, 2003 Version) und ASSAT 2.0, der mit dem SAT-
Solver Chaff2 arbeitet.

Bei seinem fixed bodylength (feste Korperlinge) Modell k-LP haben die Re-
geln die Lénge k, das heifit (k—1) Korperatome. Das Modell ist an das fixed clause-
length Modell k-SAT bei SAT angelehnt.

Yuting Zhao verwendet, angelehnt an SAT, L als Nummer der Regeln und N
als Nummer der Atome.

Diagramm 3.6 ist von [29] Seite 82 iibernommen. Es handelt sich dabei um sein
3-LP Modell mit 150 Atomen. Auf der x-Achse ist der L/N (= Regeln/Atome =
R/A) Faktor aufgetragen, L/N = 5 heifit z.B. die Programmklasse mit N = 150
Atomen und L = 150 = 5 = 750 Regeln. Auf der linken Seite ist die Wahrschein-
lichkeit ,,pro* (=probability) aufgetragen, mit der in der Klasse die Programme
erfiillbar sind, beziehungsweise mindestens eine Antwortmenge haben. Dazu ge-
hort die mit ,,pro* bezeichnete Kurve. Auf der rechten Seite ist die Zeitachse in
Sekunden aufgetragen. Sie dient den restlichen Kurven, welche die unterschied-
lichen Durchschnittszeiten zeigen. Die Testldufe wurden mit drei verschiedenen
ASP-Solvern durchgefiihrt, DLV, Smodels und ASSAT. Die Kurven, deren Legen-
denbeschriftung mit ,,.D* beginnt gehéren zum DLV-Solver, ,,S“ steht fiir Smodels
und ,,A* fiir ASSAT. Die Endung ,.total*“ bedeutet, dass es sich um alle generierten
Probleme handelt. Die ,,no“ Kurven beinhalten nur Daten von Problemen, ohne
Antwortmengen (unerfiillbare Probleme). Die ,has* Kurve bezieht sich auf Pro-
bleme mit Antwortmengen (erfiillbare Probleme), sie zeigt die Zeit, die benotigt
wurde um eine Antwortmenge zu finden.

Wie zu sehen ist, unterscheiden sich die drei Solver deutlich in der Zeit, um eine
Antwortmenge zu finden oder zu entscheiden, dass es keine gibt. Der DLV-Solver
schneidet am schlechtesten ab, er ist aber auch dafiir ausgelegt, mit der méchtigsten
Sprache der drei Solver zu arbeiten. ASSAT schneidet am besten ab, da es von den
Erfahrungen, die bisher mit SAT-Solvern gemacht wurden, profitiert. Allerdings
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Abbildung 3.6: Erfiillbarkeit und durchschnittliche Zeit fiir 3-LP bei 150 Atomen

ist es mit dieser Version von ASSAT, im Gegensatz zu den anderen Solvern, noch
unmoglich weitere Antwortmengen zu finden. Wenn aber von den konkreten Be-
rechnungszeiten abgesehen wird, dhneln sich die Kurven der drei Solver doch sehr.
Eine logarithmische Einteilung der Zeitskale hitte die Ahnlichkeiten im Verlauf
wohl noch besser sichtbar gemacht.

Interessant ist, dass alle drei Solver ein leicht-schwer-leicht Muster aufweisen
und ungefihr an der gleichen Stelle bei L/N = 5 ein Maximum besitzen. Die
Schwierigkeit der Problemlosung liegt anscheinend in den Problemen selbst und
ist weniger von den Solvern abhéngig.

In [29] wird weiterhin bemerkt, dass das Maximum der Zeitkurve in einer Re-
gion liegt, in der die meisten Probleme nicht I6sbar sind (im Bereich in dem an-
nihernd 10% bis 20% der Probleme 16sbar sind, wie an der ,,pro* Kurve des Dia-
gramms zu sehen) und nicht wie bei SAT, in der Ubergangsregion von lésbaren zu
nicht 16sbaren Problemen. Der Grund wird von Yuting Zhao in der Nichtmonoto-
nitdt von ASP gesehen.

Im Vergleich zu dem Diagramm 3.5, fiir die entsprechende Klasse von SAT-
Problemen, fillt auf, dass das Maximum sich bei dhnlichen L/N Werten befindet.
Wihrend sich bei SAT die Kurve fiir den Anteil der erfiillbaren Probleme bei we-
nigen Klauseln pro Atom in der Néhe von 1 aufhilt, sinkt die entsprechende Kurve
bei ASP gleich stark ab. In diesem Sinne gibt es bei ASP anscheinend keinen Pha-
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seniibergang bei der Erfiillbarkeit, da es nur eine Phase der groftenteils unerfiill-
baren Probleme gibt.

Aufgrund der Ahnlichkeit zu den SAT-Problemen kann aber angenommen wer-
den, dass sich auch hinter dem Maximum bei den ASP-Zeitkurven ein versteckter
Phaseniibergang eines Parameters verbirgt, der nicht erfasst oder abgebildet wurde.

Weiterhin ist in diesem Modell schwerer herauszufinden, dass Probleme uner-
fiillbar sind, als das Probleme erfiillbar sind.

In [29] wird festgestellt, dass mit steigender Anzahl von Atomen die Kurven
wie bei SAT ausgeprigter werden. Die Erfiillbarkeitskurven fallen beim Phasen-
ibergang stirker ab und die Berechnungsaufwandskurven haben einen groferen
Bogen im schweren Bereich. Auch dies ist unabhéngig vom verwendeten Solver.

Beim Mischen von Regeln mit den Korperldngen 2 und 3 in einem Verhiltnis 1
zu 1, wiederholen sich die Ergebnisse ([29]), wenn von den konkreten L/N Werten
abgesehen wird. Die Kurven sind in x-Achsen Richtung (L/N Achse) nur gedehnt
(beziehungsweise gestaucht).

Abbildung 3.7: Erfiillbarkeit von 1 + p-LP und 2 + p-LP bei 100 Atomen

Ein weiteres Modell ist das k+ p-LP Modell, wobei der Anteil p der Regeln aus
Regeln mit der Korperlidnge (k— 1) und der Rest aus Regeln mit der Korperldnge &
besteht. Grafik 3.7 (aus [29] Seite 94) gibt die Erfiillbarkeitswahrscheinlichkeiten
bei 100 Atomen mit unterschiedlichen k£ und p Werten an.
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Alle Kurven, auf3er der fiir 2+ 1-LP, zeigen ein nicht monotones Verhalten. Der
Grund fiir den dargestellten Kurvenverlauf liegt wohl in der Nichtmonotonitiit von
ASP.

Das Verhalten bei dem 1 + p-LP Modell bei hohen L/N Werten beruht wahr-
scheinlich darauf, dass Fakten nicht widerlegt werden konnen. Wenn ein Programm
also genug Fakten beinhaltet, um mogliche Widerspriiche auler Kraft zu setzen,
ist es erfiillbar. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Atom ein Fakt ist, nimmt in dem
1 + p-LP Modell mit steigendem L/N Faktor zu.

Das fallen-steigen-fallen (drop-rise-drop) Muster bei den 2 + p-LP Modellen
wird mit steigender Anzahl von Atomen ausgepragter ([29] Seite 90).

0.06

0.04

Number of choice points

Abbildung 3.8: Durchschnittliche choices fiir 2-LP mit ausgewihlten Anzahlen N
von Atomen

Abbildung 3.8 aus [29] Seite 92 zeigt die durchschnittliche Anzahl von choices
bei dem 2 + 0-LP Modell aus [29]) bei unterschiedlichen Werten fiir die Anzahl der
Atome N. Auch hier zeigt sich das leicht-schwer-leicht Muster, dabei liegt das
Maximum um L/N = 2. Allerdings liegt das Maximum aller Kurven bei nur unter
durchschnittlich 0.1 choice points, dass heifit unter durchschnittlich 1 choice point
auf 10 Problemen, die Probleme sind also trivial.
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Kapitel 4

Theoretische Uberlegungen

Dieses Kapitel beinhaltet einige allgemeine theoretische Uberlegungen, die fiir die
Auswertung und das Verstdndnis der Testergebnisse niitzlich sind. Komplexe ma-
thematische Theorien sind jeweils nur auf bestimmte Antwortmengenklassen anzu-
wenden, zum Beispiel auf zufillig erzeugte Programme mit fester Korperldnge. Es
ist aber eine allgemeine Charakterisierung des Begriffs ,,Suchaufwand* sinnvoll.

Viele der Uberlegungen diirften unter Fachleuten bekannt sein, sind aber trotz-
dem kaum in der Literatur zu finden.

4.1 Suchbaum

Im Nachfolgenden sind theoretische Uberlegungen aufgefiihrt, welche die Berech-
nungsaufwand der vollstindigen Aufspalten und Begrenzen (branch and bound)
Algorithmen, im Hinblick auf deren Suchbaum, beleuchten. Dabei wird mit einfa-
chen Uberlegungen begonnen, die dann erweitert werden.

Ausgegangen wird von einem logisches Programm IT mit A Atomen. Damit ist
die Anzahl der moglichen Interpretationen |1] = 24.

Der Suchbaum (siehe Suchbaumbeispiel in Abbildung 4.1) ist ein Baum, des-
sen Knoten, ohne die Blitterknoten der Ebene A, fiir einzelne Atome stehen, iiber
die, bei der Suche an dieser Stelle, Aussagen gemacht werden. Die Wurzel des
Suchbaums wird als oben bezeichnet und oben dargestellt. Der Wurzelknoten sym-
bolisiert das erste Atom, iiber das bei der Suche eine Aussage getroffen wird.
Die Aussagen werden durch die abgehenden Kanten symbolisiert. Eine abgehende
Kante eines Knotens, ist eine Kante die den Knoten enthélt und nicht in Richtung
des Wurzelknotens geht. Der Einfachheit halber kann die Vorstellung verwendet
werden, dass die Kante, die nach links von einem Knoten abgeht, bedeutet, dass das
zugehorige Atom mit Falsch (false) belegt wird, und die Kante, die nach rechts ab-
geht, bedeutet, dass das Atom wird mit Wahr (true) belegt wird. Uber jedes Atom,
tiber das eine Aussage getroffen wurde, kann keine weitere Aussage getroffen wer-
den. Ein Atom das mit Falsch belegt wurde, kann nicht mehr mit Wahr belegt
werden und umgekehrt. So taucht jedes Atom von der Wurzel bis zu einem Blatt
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Knoten-/Kantenebene
0

{d} {c.d} {a,d}
Abbildung 4.1: Suchbaumbeispiel

hochstens einmal auf.

Die Knotenebene n im Suchbaum enthilt alle Knoten, die n» Kanten vom Wur-
zelknoten entfernt sind. In der Kantenebene n im Suchbaum sind die Kanten, die
iiber n — 1 Kanten mit dem Wurzelknoten verbunden sind, bzw. die Kanten, die zur
Knotenebene r fithren. Die mit einem Knoten assoziierte Belegung besteht aus den
Aussagen zu den Atomen, die durch den Pfad vom Wurzelknoten zu dem Knoten
reprasentiert werden. Die Blitter der Ebene A représentieren die Antwortmengen
des Programms I1.

Von jedem Knoten, der ein Atom reprisentiert, konnen maximal zwei Kanten
ausgehen, da iiber ein Atom nur die Aussage, das es wahr bzw. falsch ist, getroffen
werden kann. Wenn ein Antwortmengensuchprogramm schlieen kann, dass eine
Aussage nicht getroffen werden kann, gibt es auch die entsprechende Kante im
Baum nicht, die Kante wird ausgeschlossen, und damit gibt es auch nicht den von
der Kante induzierten Unterbaum.

Es ist leicht erkennbar, dass es fiir eine geringe SuchbaumgroBe besser ist,
einen Kante in der Ebene n auszuschlieBen, als zwei Kanten in der Ebene n + 1.
Daraus folgt, dass einen Kante in der Ebene n auszuschlieen besser ist, als 2i
Kanten in der Ebene n + i . Ausschliefen einer Kante bedeutet dabei, dass die Teil-
belegung eines Knotens, zu dem die Kante fiihren wiirde, nicht weiter betrachtet
wird, weil es fiir diese Teilbelegung keine Antwortmengen gibt.

Nachfolgend ist K(n) die Anzahl der Kanten in Ebene n und K = Zﬁ: | K(n)
die Anzahl der Kanten im gesamten Suchbaum.

Im Folgenden geht es um das Wachstum des Berechnungsaufwands und nicht
um konkrete Zahlen, die den realen Berechnungsaufwand wiederspiegeln. Deshalb
kann als GroBe fiir den Berechnungsaufwand die Anzahl der Kanten im Suchbaum
herangezogen werden und damit auch die Anzahl der Knoten, deren Zahl genau
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um Eins groBer ist, als die der Kanten. Dies ist realistisch, da fiir jede Aussage Zeit
und damit Berechnungsaufwand benétigt wird. Wenn eine untere Abschitzung fiir
einen Algorithmus getitigt werden soll, kann die Anzahl der Kanten des Such-
baums mit der minimalen Zeit oder dem minimalen Berechnungsaufwand, die das
Suchprogramm fiir eine Kante benétigt, multipliziert werden. Im Folgendem wird
deshalb die Anzahl der Kanten und die Hohe des Berechnungsaufwands synonym
gebraucht. Fiir obere Abschitzungen des Berechnungsaufwands, die genauer als
24 sind, ist dieser Ansatz allerdings nur bedingt zu gebrauchen.

Der Gesamtberechnungsaufwand ¢, ergibt sich aus dem Mittelwert der Be-
rechnungsaufwinde fiir die Kanten g, (beziechungsweise Knoten #x,o5.,) mul-
tipliziert mit der Anzahl der Kanten (¢;,5 = K * fxanten DZW. tins = (K + 1) * Tgporen)-
Wenn der Mittelwert der Berechnungsaufwinde fiir die Kanten also maximal so
stark wichst wie die Anzahl der Kanten, dndert er nichts an der Wachstumsart des
Gesamtberechnungsaufwands.

Alle Uberlegungen dieses Abschnitts sind auch auf die Suchbiume von belie-
bigen Suchalgorithmen iiber bindre Variablen (z.B. Nomore++) anzuwenden. Es
gibt fiir die binire Variablen dann jeweils die Knoten im Suchbaum (bei Nomo-
re++ kommen z.B. zu den Knoten fiir die Atome noch die Knoten fiir die Korper,
die wie Atome mit Wahrheitswerten belegt werden konnen) .

4.1.1 Berechnung aller Antwortmengen

Nachfolgend sind einige Modelle fiir die Suche nach Antwortmengen aufgestellt,
die der Reihenfolge entsprechend immer komplexer und leistungsfahiger werden.
Hier soll zuerst die Suche von allen Antwortmengen betrachtet werden, da dies
einen leichter zu untersuchenden Fall darstellt als die Suche nach einer Antwort-
menge.

4.1.1.1 Ausprobieren aller Belegungen

Die einfachste Methode zur Suche nach allen Antwortmengen ist die, bei der alle
moglichen Belegungen von Atomen ausprobiert werden. Dabei werden die Bele-
gungen zuriickgegeben, welche Antwortmengen darstellen.

1 |function TryAll(P,<T,F>)

2 if <T,F> covers Atoms(P) then
3 if conflict(P,<T,F>) then
4 return empty set

5 else

6 return {T}

7 end if

8 else

9 x=choose (Atoms(P)\(T U F))
0 return ( TryAll(P,<T U {x},F>)
1 U TryAll (P,<T,F U {x}>))
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12 end if.

Listing 4.1: Algorithmus zum Ausprobieren aller Belegungen

Listing 4.1 zeigt den Algorithmus dieser Art der Suche, dabei ist P das logi-
sche Programm fiir das die Antwortmengen gesucht werden sollen, / =< T, F >
ist eine dreiwertige Interpretation, wobei T die Menge der wahren Atome und F
die Menge der falschen Atome ist. Die Funktion I covers Atoms(P) ist nur
wahr, wenn in der dreiwertigen Interpretation I alle Atome von P belegt sind.
Mit conflict(P,I) wird gepriift, ob I im Programm P einen Widerspruch er-
zeugt. Die Funktion choose (Atoms(P)\(T U F)) wihlt aus den Atomen von P
ein noch nicht mit einem Wahrheitswert belegtes Atom aus. Die Operation U ver-
einigt zwei Mengen und empty set ist die leere Menge 0.

Gestartet wird die Suche mit TryAl11(P,I=< 0,0 >). Mit dem zweiten Teil
der duBersten if-Bedingung return (TryAll(P,<T U {x},F>) U TryAll(P,
<T,F U {x}>)), werden alle moglichen Belegungen generiert, die beiden TryAll-
Aufrufe erzeugen dabei jeweils eine Kante. Mit dem ersten Teil der if-Bedingung
werden die erzeugten Belegungen iiberpriift.

Es ist K(n) die Anzahl der Kanten in Ebene n und K die Anzahl der Kanten im
gesamten Graph, dann ist:

K() = 2 @1

Kn) = K(n-1)x2=2" 4.2)
A

K = Z o= Al 9o (4.3)
n=1

In der Kantenebene A stellen die Kanten das Uberpriifen der Belegungen dar, damit
sind dort alle Kanten vorhanden.

Das Wachstum der Kanten und damit des Berechnungsaufwands ist in diesem
Modell eindeutig exponentiell.

Mit dem folgendem Beispiel sollen die AusmaBe dieses Wachstums verdeut-
licht werden. Bei 64 Atomen gibt es K = 2% — 2 Kanten, fast doppelt soviel wie
294 Eine Zahl, die im Hinblick auf 64 bit Pointer und Rechnerarchitektur auftaucht,
von der es heifit, dass sie groBer ist, als die Zahl der Atome auf der Erde. Der Ver-
such auf diese Weise alle Antwortmengen eines Programms mit nur 64 Atomen zu
suchen, wire also vergleichbar damit, alle Atome der Erde zu untersuchen.

Moderne Antwortmengensolver sind in vielen Fillen in der Lage alle Ant-
wortmengen von Programmen mit einigen hundert Atomen zu berechnen. Fiir Pro-
gramme mit 64 Atomen benétigen sie oft nur Millisekunden, dies demonstriert die
Leistungsfiahigkeit der verwendeten Algorithmen. Wenn bei einem logisches Pro-
gramm mit 64 Atomen allerdings alle moglichen Interpretationen Antwortmengen
sind, ist die Erzeugung jeder dieser 2% Antwortmengen zu aufwindig, egal welche
vollstandige Suchmethode verwendet wird.
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4.1.1.2 AusschlieBen einiger Kanten

Die Einsparungen beim Berechnungsaufwand basieren auf dem Ausschliefen von
Wahrheitswertbelegungen, wenn diese mit Sicherheit keiner Antwortmenge ent-
sprechen.

1 |function DelSome (P,<T,F>)

2 if <T,F> covers Atoms(P) then

3 if conflict(P,<T,F>) then

4 return empty set

5 else

6 return {T}

7 end if

8 else

9 x=choose (Atoms(P)\(T U F))

10 if not(conflict(P,<T U {x},F>)) then
11 AW= DelSome (P,<T U {x},F>

12 end if

13 if not(conflict(P,<T,F U {x}>)) then
14 AW= AW U DelSome (P,<T,F U {x}>)
15 end if

16 return AW

17 end if.

Listing 4.2: Algorithmus fiir das Ausschliefen einiger Kanten

Listing 4.2 zeigt den Algorithmus dieser Suche. Die Bedeutung der verwende-
ten Funktionen ist die Gleiche wie im letzten Abschnitt fiir Listing 4.1. Der Un-
terschied zu Listing 4.1 ist, dass durch conflict (P,<T,F>) schon frither bei der
Suche Belegungen ausgeschlossen werden, dadurch werden Kanten geldscht. Die
Menge AW ist die Menge der Antwortmengen. Auch hier symbolisieren die Selbst-
aufrufe durch DelSome die Kanten.

K4(n) ist die Anzahl der Kanten oder der Aussagen iiber Atome, die in Ebene
n ausgeschlossen (deleted) werden konnen oder wie oft die conflict Funktion in
dieser Ebene (|7 U F| + 1 = n) wahr ist. Dabei werden nur Kanten gezihlt, die in
dieser Ebene noch vorkommen. Es werden also keine Kanten gezéhlt, die in der
Ebene nicht existieren, weil auf einer niedrigeren Ebene eine ihrer Vorgidngerkan-
ten ausgeschlossen wurde.

Es gilt:
0 < Kin)<2K(n-1)<2" n=1...A (4.4)
K1) = 2-Ky1) (4.5)
Kn) = Kn-1)%2—-Kyn) (4.6)
A
K = Z K(n) 4.7
n=1
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K = KD)+KQ)+...+K(A)
= 2-KiD)+(2-Kg(1)*2=Kq(2)) +(((2 - Kg(1)) %2 -
Ki(2) %2 = KgB) + ...+ (.. ((2 = Kg(1)) % 2 — K4(2)) % 2
—K4(3)) %2 = Kq(4))...) * 2 = K4(A))
= 2-Ki1)+Q2-Ky1)*2-Kg(2)+ (2~ Ky(1)) x4 -
Ki2) 2= Ky3) + ...+ (2 - Ky(1)) = 2471 -
Ky(2) %2472 — K (3) x 2473 — K (4) « 2474 — .. = K4(A)
= 2-Ky1)«(1+2+4+...+20°H-
Ki2) s« (1+2+4+... +2472—

KiB) s« (1+2+4+... 424~ . - KyA)
= 2-Ki)x2* -1 -Kq2 =2 - 1) -
Ki3) 42— 1) — ... = K4(A)
= M) K« - 1) K2« - 1) =
Ks3) =42 - 1) — ... = K4(A) (4.8)

Der erste Term (24*! —2) aus Formel 4.8 stellt die Anzahl der moglichen Kanten im
Suchbaum dar. Von diesem Term werden dann, jeweils fiir die einzelnen Ebenen,
die Anzahl der Kanten der Untersuchbdume abgezogen, die durch das Loschen von
Kanten in dieser Ebene eingespart werden, beziehungsweise im Suchbaum entfal-
len. Dafiir sind die Terme K (n) * (24~=1 — 1) verantwortlich, wobei (24-"~D — 1)
die Anzahl der Kanten eines Untersuchbaums ist, welcher durch Ausschlieen ei-
ner Kante in Ebene n eingespart wird. Damit ist (24~"~1 — 1) sozusagen das Ge-
wicht, das angibt, wie viel das AusschlieBen von Kanten in Ebene n bringt. Das
AusschlieBen von Kanten bringt demnach um so mehr, je friither es geschieht.

Dies soll an folgender vereinfachten Betrachtung verdeutlicht werden. Um sie
iberschaubar zu halten, wird nur das AusschlieBen einer Wahrheitswertbelegung
fiir ein beliebiges Atom a betrachtet. Dieses Atom wird nur im Suchbaum von
Ebene n; zu ny (n; < ny) bewegt und es wird auch davon ausgegangen, dass pro
Ebene nur jeweils ein Atom den Knoten in dieser Ebene zugeordnet ist.

Entweder wird eine Kante fiir ein Atom a in Ebene n; ausgeschlossen oder es
konnen 2”27 Kanten in der Ebene 7, ausgeschlossen werden. Die Belegungen fiir
andere Atome gelten sowohl fiir eine Kante in Ebene n1, als auch fiir 227" Kanten
in Ebene n;, denn mit jeder Ebene, die a nach unten rutscht, verdoppeln sich die
Kanten fiir eine Wahrheitswertbelegung des Atoms a mit den gleichen Grundbe-
dingungen. Weil in dieser Betrachtung davon ausgegangen wird, dass Belegungen
von anderen Atomen nicht ausgeschlossen werden, konnen Atome zwischen Ebe-
ne n; und n; keinen Einfluss auf a haben. Wenn sie zum AusschlieBen von Kanten
von Atom a in Ebene n, fithren wiirden, wiirde a in Ebene n; zum AusschlieBen
von Kanten bei diesen Atomen fiihren.
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dK;(n1,ny) ist die Anzahl von zusitzlichen Kanten im Suchbaum, wenn das
Atom a von Ebene n; zu Ebene n, verschoben wird. Dann ist:

(2A—(m—1) —1)—2m (2A—(n2—1) -1
— (2A—(n1—1) -- MmN 2A—(n2—1) + QM
_ (2A—(n1—1) _ 1) _ 2A—n2+l+n2—n1 + 2n2—n1

dK,(ny,ny)

_ 2A—(n1—1) -1-= 2A—(n1—1) + QMM
= omm | (4.9)

Daraus folgt, dass die Anzahl der zusétzlichen Kanten exponentiell mit der Anzahl
der Ebenen wichst, die das Atom nach unten verschoben wird. Damit wichst die
Einsparung von Kanten exponentiell mit der Zahl der Ebenen, mit der eine Aussage
frither verworfen wird. Die Reihenfolge, in der Atome von einem Algorithmus
behandelt werden, hat also einen starken Einfluss auf den Berechnungsaufwand.

Im Allgemeinen allerdings werden bei einer Suche viele verschiedene Bele-
gungen fiir viele verschiedene Atome verworfen. Wenn eine Belegung fiir ein Atom
verworfen wird, geschieht dies aufgrund einer Menge (auch @) von Belegungen,
die frither getroffen wurden und mit der die Belegung fiir das Atom beziiglich des
Programms unvereinbar ist. Wenn solche Mengen von Belegungen von Atomen
(diese stellen dreiwertige Interpretationen dar), die zusammen unvereinbar sind,
betrachtet werden, ist es vorteilhaft, die Belegungen von Atomen bei der Suche in
einer Weise zu machen, dass moglichst schnell, moglichst viele dieser Mengen in
der Menge der gemachten Wahrheitswertbelegungen enthalten sind, damit Kanten
moglichst frith und reichlich geldscht werden konnen.

4.1.1.3 Reale Suche

In diesem Modell gibt es drei Operatoren, die bei der Suche ausgefiihrt werden:
choice (nichtdeterministische Auswahl), Schliefen von Atombelegungen und Fin-
den von Widerspriichen. Die choice-Operation iiberpriift beide Mdoglichkeiten der
Belegung eines Atoms. Knoten, bei denen ein choice ausgefiihrt wird, haben zwei
ausgehende Kanten. Beim SchlieBen von Atombelegungen wird aus den bisher ge-
troffenen Aussagen iiber Atome eine neue Aussage iiber ein Atom geschlossen,
iiber das es noch keine Aussagen gibt. Im Suchbaum gibt es an dem entsprechen-
den Knoten nur eine abgehenden Kante. Das Schlieen von Atombelegungen wird
auch Inferenz genannt. Durch die Operation zum Finden von Widerspriichen kann
eine dreiwertige Interpretation verworfen werden. Ein entsprechender Astim Such-
baum wird nicht weiter expandiert. Diese Operation wird vor der choice-Operation
ausgefiihrt.

Dieses Modell ist nur eine andere Betrachtungsweise der Vorginge des Mo-
dells aus dem vorhergehenden Abschnitt 4.1.1.2, in der anstatt der ausgeschlosse-
nen Kanten die drei Operationen, die unterschiedlich viele Kanten ausschliefen,
betrachtet werden.
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1 |function RealS (P,<T,F>)

2 I := expand (P,<T,F>)

3 if conflict(P,<T,F>) then

4 return empty set

5 else

6 if <T,F> covers Atoms(P) then

7 return {T}

8 else

9 x := choose(Atoms(P)\(T U F))
10 return (RealS (P,<T U {x},F>))
11 U RealS (P,<T,F U {x}>))

12 end if

13 end if.

Listing 4.3: Algorithmus der realen Suche

Listing 4.3 zeigt den Algorithmus dieser Suche. Die Bedeutung der verwen-
deten Funktionen ist die Gleiche wie im letzten Abschnitt fiir Listing 4.2. Mit
der Funktion expand(P,<T,F>) werden Atombelegungen geschlossen. Da kei-
ne bis mehrere Atombelegungen auf einmal geschlossen werden kénnen, werden
durch die Funktion Pfade im Suchbaum erzeugt. Mit der conflict(P,<T,F>)
Funktion werden Wiederspriiche gefunden. Die Funktion choose (Atoms (P)\ (T
U F)) wihlt, wie gehabt, ein noch nicht belegtes Atom aus, sie dhnelt z.B. der
heuristic(P, I) Funktion von Smodels in Listing 2.1 Seite 12 . Die zwei Selbst-
aufrufe durch RealS symbolisieren die zwei ausgehende Kanten einer choice-
Operation.

Mit den drei Operationen dieses Modells, enthilt es alle grundlegenden Ele-
mente von Antwortmengensolvern wie Smodels und Nomore++. Die Unterschie-
de der Systeme liegen unter anderem in der verwendeten Logik, die Art wie die
Operationen arbeiten, der Herangehensweise und den verwendeten Heuristiken.

Im Nachfolgendem sei ¢, der Anteil der choice und w, der Anteil der Wider-
spriiche in Ebene n.

0< w, €1 n=1...A (w,xK(n—-1)eN
0< ¢, €1 n=1...A (c,*x(-wy)=xKn-1)elN

Kn) = (Kh-1D*x{0-w,))*x(+c,)
Kn)y = Kn-1={0-w,+c,—wycy)
A n
K = Zl—[(l—wn+cn—wncn) (4.10)

n=1 i=1
Nach Abschnitt 4.1.1.2 ist es vorteilhaft, um die Kantenanzahl moglichst gering
zu halten, moglichst frith, moglichst viele Widerspriiche zu finden und, da wo dies
nicht moglich ist, mogliche Kanten zu schlieBen. So selten und so spit wie moglich
sollte die choice-Operation eingesetzt werden.
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Dies wird durch die Formel 4.10 bestitigt. Da (1 — w,, + ¢;, — wy,c,,) Terme mit
kleineren Indizes n hiufiger auftauchen, ist es, um die Kantenanzahl gering zu hal-
ten, vorteilhaft, vor allem (1 —w,, + ¢, — wy,c,) Terme mit kleineren Indizes klein zu
halten. Daraus folgt, dass vor allem w, Terme mit kleineren Indizes gréer und ¢,
Terme mit kleineren Indizes kleiner sein sollten, also moglichst frith Widerspriiche
gefunden werden sollten und moglichst spit choices gemacht werden sollten.

Diesem Vorgehen stehen die notigen Informationen fiir die Operatoren gegen-
iiber. Der choice-Operator kann, bis auf die letzte Ebene, immer eingesetzt werden,
ohne dass die Vollstiandigkeit eingebiifit wird. Zum AusschlieBen einer Kante wer-
den meist Informationen bzw. schon gemachte Belegungen benotigt. Damit werden
zum SchlieBen von nur einer Kante im allgemeinen weniger Informationen bend-
tigt, als zum AusschlieBen beider Kanten, also zum SchlieBen eines Widerspruchs.

Dem Suchalgorithmus kénnen mehr Informationen zur Verfiigung gestellt wer-
den, dies kann beispielsweise durch Heuristiken oder lookahead (Vorausschauen)
geschehen. Die Bereitstellung dieser Informationen kostet allerdings zusétzliche
Zeit. Die Zeit, die der Suchalgorithmus insgesamt benétigt, sollte aber moglichst
klein sein.

Mit der Formel 4.10 konnen auch Aussagen iiber das Verhiltnis von choices
zur Kantenanzahl gemacht werden. Dafiir wird zur Vereinfachung der Anteil der
Widerspriiche nicht beachtet, also w, = 0 fiir alle n = 1...A gesetzt. Ist die An-
zahl der Ebenen, in denen es choices gibt, gleich oder kleiner einer Konstanten C,
wichst die Zahl der Kanten maximal linear mit der Anzahl der Atome des Pro-
gramms P.

Da:

IA
]
)
Il
)
a

ﬁ(l +c;)
i=1

A

Jeder choice erzeugt genau einen zusitzlichen Ast. Ohne einen choice ist nur ein
Ast vorhanden. Es sind also insgesamt die Anzahl der choices plus 1 Aste vorhan-
den. Jeder Ast hat maximal die Tiefe A. Daraus folgt, dass die Zahl der Kanten
auch maximal linear mit der Anzahl der Atome des Programms P wichst, wenn
die Anzahl der choices insgesamt gleich einer Konstanten Cj ist.

Da:

K<Ax(Cy+ 1) (4.12)

Weiterhin ist das Minimum der Kanten, da zu jedem choice mindestens zwei Kan-
ten gehoren, begrenzt durch:

min(K) = 2C, (4.13)
Aus 4.12 und 4.13 folgt:
200 < K<Ax(Cy+ 1) (4.14)
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4.1.2 Berechnung einer Antwortmenge

Meistens werden nicht alle Antwortmengen eines Programms gesucht, sondern nur
eine (Entscheidungsproblem). Bei der Suche nach allen Antwortmengen geht es
darum, moglichst viel von Suchbaum auszuschlieBen oder wegzuschneiden. Im
Gegensatz dazu, geht es bei der Suche nach einer Antwortmenge darum, moglichst
wenig vom Baum bei der Suche zu benutzen.

Wenn ein Programm sehr viele Antwortmengen hat, ist das bei der Suche nach
allen Antwortmengen fiir einen niedrigen Berechnungsaufwand schlecht, da alle
Antwortmengen gefunden werden sollen und der Suchraum bzw. Suchbaum damit
wahrscheinlich groBer wird, als wenn es nur wenige Antwortmengen gibt. Bei der
Suche nach einer Antwortmenge sind mehr Antwortmengen aber vorteilhaft, da
mehr Wege zum Ziel fithren und damit die Wahrscheinlichkeit auf Abwegen zu
geraten geringer wird.

Die beiden Zielsetzungen unterscheiden sich also signifikant. Bei der Suche
nach einer Antwortmenge ist es entscheidend, moglichst wenig Umweg zu machen.
Die Grofie des Umwegs ergibt sich aus der Anzahl der falschen Entscheidungen,
multipliziert mit der durchschnittlichen Anzahl von Kanten der Unterbdume, die
nach falschen Entscheidungen exploriert werden. Bei der Suche konnen maximal
A mal wirklich falsche Entscheidungen getroffen werden, in dem Sinne, dass von
einem Pfad abgewichen wird, der zu einer Antwortmenge fiihrt. Wenn keine Ant-
wortmenge existiert, fiihrt die Entscheidung eine zu suchen zu keiner Antwortmen-
ge und ist in dem Sinne eine falsche Entscheidung. Diese falschen Entscheidungen
sind von den wrong choices (falsche Entscheidungen) die Smodels ausgibt, zu un-
terscheiden. Da Smodels auch choices zihlt, die im Suchbaum einer schon vorher
gemachten falschen Entscheidung liegen und an denen man sich daher eigentlich
nicht mehr falsch entscheiden kann.

Der Untersuchbaum einer falschen Entscheidung, ist der Untersuchbaum der
durchsucht werden muss, bis sicher ist, dass er zu keiner Antwortmenge fiihrt. Er
ist also eine Art erfolgloser Suchbaum, bei dem gezeigt werden muss, dass die
Menge aller seiner Antwortmengen leer ist. In diesem Sinne sind hier doch noch
die Uberlegungen niitzlich, die bei der Suche nach allen Antwortmengen gemacht
wurden. Ein Unterschied ist allerdings, dass bei diesen Untersuchbdumen in der
Regel schon Vorwissen vorhanden ist.

1 |function OneAW(P,<T,F>)

2 I := expand (P,<T,F>)

3 if conflict(P,<T,F>) then

4 return empty set

5 else

6 if <T,F> covers Atoms(P) then

7 return {T}

8 else

9 x := choose(Atoms(P)\(T U F))
10 if chooseValue (P,x) then
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11 I1=<T U {x},F>

12 12=<T,F U {x}>

13 else

14 I1=<T,F U {x}>

15 12=<T U {x},F>

16 end if

17 AW=OneAW (P, 11)

18 if (AW==empty set) then
19 return OneAW(P,12)
20 else

21 return AW

22 end if

23 end if

24 end if.

Listing 4.4: Algorithmus fiir die Suche nach einer Antwortmenge

Das Listing 4.4 zeigt den Algorithmus dieser Suche. Die Bedeutung der verwen-
deten Funktionen ist wieder die gleiche wie im letzten Abschnitt fiir Listing 4.3.
Mit der Funktion chooseValue (P, x) wird fiir das Atom x eine Wahrheitswertbe-
legung ausgesucht, die als erstes ausprobiert werden soll, I1 ist dabei die partielle
Interpretation, fiir die zuerst eine Antwortmenge gesucht werden soll, und I2 die
partielle Interpretation, fiir die danach eine Antwortmenge gesucht werden soll.
Mit (AW==empty set) wird gepriift, ob AW die leere Menge 0 ist. Der Algorith-
mus gibt empty set also die leere Menge () zuriick, wenn keine Antwortmenge
existiert.

Mit den Funktionen choose(Atoms(P)\(T U F)) und chooseValue(P,x)
wird die Entscheidung getroffen, welcher Ast als nichstes durchsucht werden soll,
hier konnen falsche Entscheidungen getroffen werden.

Es ist allerdings bei anderen Verfahren zur Suche einer Antwortmenge auch
moglich, dass bei ihren Suchalgorithmus nicht immer die ganzen erfolglosen Un-
tersuchbdume durchsucht werden. Es ist auch eine Suche moglich, bei der mehrere
Pfade parallel durchsucht werden und die dann die zuerst gefundene Antwortmen-
ge zuriickgibt. Oder auch eine Suche, die aus den aktuell, noch nicht beendeten
Pfaden, sich , mithilfe einer Heuristik, den Aussichtsreichsten fiir die ndchste Ope-
ration aussucht. Beide Suchen haben den Vorteil, dass erfolglose Untersuchbdume
zum Teil nur teilweise durchsucht werden, bevor eine Antwortmenge gefunden
wird. Der Nachteil der Suchen ist, dass in der Regel der benétigte Speicherplatz
exponentiell mit der Problemgroflie wichst und dass dabei wahrscheinlich auch
mehrere weitere Untersuchbiaume teilweise durchsucht werden, die weitere Ant-
wortmengen enthalten. Da nur bei Untersuchbdumen, die vollstindig durchsucht
wurden, sicher ist, welche von ihnen Antwortmengen enthalten und welche nicht.
Deshalb werden derartige Verfahren hier nicht néher betrachtet.

Dass nur bei vollstdndig durchsuchten Untersuchbdumen sicher ist, ob sie ei-
ne Antwortmenge enthalten, fiihrt auch dazu, dass bei Programmen die keine Ant-
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wortmengen haben, unabhingig von der Art der Suche, der ganze Suchbaum durch-
sucht werden muss. Dann kann das Modell des letzten Abschnittes 4.1.1.3 ange-
wendet werden.

Wenn erfolglose Untersuchbdume vollstindig durchsucht werden, ist K,,.(n)
die Anzahl der Kanten des erfolglosen Untersuchbaumes, der, bei der Suche nach
einer Antwortmenge, durch die falsche Entscheidung in Ebene n durchsucht wer-
den muss. Da nur eine Antwortmenge gesucht wird, kann in jeder Ebene maximal
eine falsche Entscheidung auftreten. Wenn es keine falsche Entscheidung in Ebene
n gibt, ist K,.(n) = 0.

Somit ist die Anzahl der Kanten K' im Suchbaum bei der Suche nur einer
Antwortmenge, so fern es eine gibt:

A
K! = (1 + K,e(n)) (4.15)
n=1

0< Kyn) <211 n=1...A (4.16)

Wahrscheinlich nimmt K,,.(rn) mit wachsenden n exponentiell ab. Dafiir gibt es
zwei Argumente. Das Erste ist die auferlegte Begrenzung aus Formel 4.16 . Der
erfolglose Untersuchbaum kann nur noch die Kanten eines Baumes der Tiefe von
a—n haben, plus die eine Kante fiir die falsche Entscheidung. Das zweite Argument
ist, dass in Ebene n schon n — 1 Wahrheitswertbelegungen der Ebenen unter ihr
als Vorwissen vorhanden sind. Wie schon in im vorhergehenden Abschnitt 4.1.1.3
beschrieben, begiinstigt Vorwissen das Beschneiden des Untersuchbaums.

Weiterhin nimmt mit der Zunahme von Vorwissen, beziehungsweise n, auch
die Wahrscheinlichkeit falsche Entscheidungen zu machen ab, da Vorwissen ge-
nutzt werden kann, sie zu vermeiden.

4.1.2.1 Berechnung mehrerer Antwortmengen

Nachdem eine Antwortmenge gefunden wurde, kénnen auch weitere Antwortmen-
gen gesucht werden. Dazu konnen teilweise die Informationen, die beim Finden der
schon gefundenen Antwortmengen gewonnen wurden, weiter verwendet werden.
Das heifit unter anderem, dass schon durchsuchte Teilbdume nicht noch einmal
durchsucht werden miissen. Es muss auch nicht mehr bei der Wurzel des Such-
baums begonnen werden, sondern es konnen, vom Blatt der letzten gefundenen
Antwortmenge beginnend, die nicht durchsuchten Teilbaume zu den auf dem Pfad
zur Wurzel liegenden Entscheidungen benutzt werden. Dadurch ist die Anzahl der
besuchten Kanten des Suchbaums, die zum Finden einer weiteren Antwortmenge
besucht wurden, wahrscheinlich geringer, als die zum Finden der ersten Antwort-
menge.

Nachdem alle Antwortmengen gefunden wurden, werden bei der Suche nach
einer weiteren Antwortmenge alle noch verbleibenden, nicht durchsuchten Teil-
bidume, durchsucht und ausgegeben, dass keine weitere Antwortmenge existiert.
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Unter der Annahme, dass nur schlecht voraus gesehen werden kann, ob eine Ent-
scheidung falsch oder richtig ist, diirften die noch verbleibenden, nicht durchsuch-
ten Teilbdume in ihrer Kantenanzahl in der Groflenordnung des Suchbaums fiir die
erste Antwortmenge liegen.

4.2 Kurvenverhalten

Das Nachfolgende wurde schon groBtenteils in Kapitel 3 angesprochen, es soll aber
hier noch einmal zusammengefasst und weiter vertieft werden. Es geht dabei um
einen Erkldarungsversuch der Erfiillbarkeits- und Berechnungsaufwandskurvenver-
laufe bei SAT und ASP fiir zufillig generierte Formeln bzw. Programme mit fester
oder gemischte Klausel bzw. Korperldnge.

4.2.1 Kurvenverhalten SAT

Die Klauseln bei SAT entsprechen den Regeln bei ASP und die Variablen bei SAT
den Atomen bei ASP.

Bei kleinen m/n (entspricht dem hier verwendeten R/A = Regeln/Atome) Fak-
tor gibt es viele Modelle, da wenige Klauseln pro Variable vorhanden sind und da-
mit auch weniger unvereinbare Wertekombinationen. Wenn es viele Modelle gibt,
fiihren viele Pfade im Suchbaum zum Ziel (einem Modell), daher ist die Anzahl der
falschen Entscheidungen, die getroffen werden konnen, geringer. Durch die weni-
gen Klauseln pro Variable konnen allerdings auch schlechter weitere Wertebele-
gungen geschlossen (inferiert) werden, da es unwahrscheinlicher wird anwendbare
Klauseln zu finden. Dadurch miissen mehr Entscheidungen gefillt werden, bei den
meisten Entscheidungen ist es aber nicht wichtig wie sich entschieden wird, da
beide Wahlmoglichkeiten zu Modellen fiihren.

Bei grofien m/n Faktor gibt es wenige Modelle, da viele Klauseln pro Variable
vorhanden sind und damit auch viele unvereinbare Wertekombinationen. Die mog-
lichen Wertebelegungen der aussagenlogischen Formel werden durch die vielen
Klauseln stark begrenzt. Viele oder alle Pfade im Suchbaum fiihren dann zu kei-
nem Modell, wenn aber falsche Entscheidungen gemacht wurden, kann dies viel
schneller erkannt werden, da es viel mehr Klauseln gibt, die bestimmte Teilbele-
gungen von Variablen ausschlieBen. Die vielen Klauseln pro Variable vereinfachen
auch die Inferenz von Wertebelegungen, da es viel wahrscheinlicher ist anwendba-
re Klauseln zu finden. Dadurch wird die Anzahl der nétigen Entscheidungen und
damit der Berechnungsaufwand weiter reduziert.

Zwischen den beiden Bereichen, einem bestimmten ,,mittleren* m/n Faktor,
beim Phaseniibergang der Erfiillbarkeit, liegt die Anzahl der Modelle, der Ent-
scheidungen, die Inferenzmoglichkeiten und die Tiefe der erfolglosen Untersuch-
biume zwischen denen von kleinen und gro8en m/n Faktoren. Dadurch wird der
durchsuchte Untersuchbaum und damit auch der Berechnungsaufwand viel grofer.

So entsteht das beobachtete leicht-schwer-leicht Muster.
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4.2.2 Kurvenverhalten ASP

Die Unterschied zwischen den hier untersuchten logische Programmen und aus-
sagenlogische Formeln der SAT-Untersuchungen, die in Abschnitt 3.2 Seite 17
beschrieben sind, ist einerseits, die andere Bedeutung des ,,«—* Symbols, und an-
dererseits, dass es bei normalen logischen Programmen mindestens ein positives
Literal (das Kopfliteral) in jeder Regel gibt.

Die andere Bedeutung des ,,«<—*“ Symbols bewirkt, wie in Abschnitt 2.3.9 auf
Seite 9 beschrieben, dass ein Teil der Modelle keine Antwortmengen sind. Eine
Folge davon ist, dass nur Atome, die auch im Kopf einer Regel vorkommen, auch
in einer Antwortmenge vorkommen kdnnen.

Dadurch das positives Kopfliteral konnen keine negativen Literale als Fakten
vorkommen und ein Atom, das als Fakt vorkommt, kann nicht widerlegt werden.
Wenn ein Atom als Fakt vorkommt, kommt es auch in allen Antwortmengen vor
und es gibt keine Moglichkeit, dass es wegen eines Zirkelschlusses nicht wahr ist.

Diese Unterschiede werden durch die Operationen zum Schlieffen von Atom-
belegungen beriicksichtigt, die bei den untersuchten ASP-Solvern polynomiell rea-
lisierbar sind. Unter der Annahme, dass sich dadurch die Anzahl der choices und
damit des Berechnungsaufwands nur im geringeren Mafle veridndert, diirfte der Be-
rechnungsaufwand bei ASP sich dhnlich wie bei dquivalenten Problemen bei SAT
verhalten, der Anteil der erfiillbaren Probleme aber anders sein. Wenn also der
Berechnungsaufwand bei 3-SAT ein bestimmtes Verhalten zeigt, diirfte dieses Ver-
halten auch beim 2-LP Generierungsmodell (konstante Korperlédnge mit 2 Literalen
pro Korper) auftauchen, das im Abschnitt 5.1.1 beschrieben wird. Das Verhalten
des Anteils der erfiillbaren Probleme kann aber anders sein.

Die andere Bedeutung des ,,«* bewirkt auch, dass, anders als bei SAT, die
moglichen Wertebelegungen auch bei kleinen R/A (=Regeln/Atome) Werten stir-
ker begrenzt sind. Denn um so weniger Regeln pro Atom es gibt, um so unwahr-
scheinlicher wird es, dass ein Atom als Kopf einer (anwendbaren) Regel auftaucht.
Dadurch sind die Wahrheitswertbelegungen von Atome, die nicht im Kopf einer
Regel auftauchen, auf die Belegung Falsch beschriinkt, dies vereinfacht natiirlich
auch die Regeln in denen solche Atome im Korper vorkommen. Allerdings kon-
nen nur durch Regeln Widerspriiche fiir Atombelegungen erzeugt werden, also nur
durch Regeln konnen Programme unerfiillbar werden. Da es bei kleinen R/A Wer-
ten nur wenige Regeln pro Atom gibt, ist der Anteil der erfiillbaren Programme
hoch, aber die erfiillbaren Programme haben weniger Antwortmengen, als im Be-
reich zwischen kleinen und gro3en R/A Werten.

Im Bereich von groBen R/A Werten beschrinken, wie bei SAT, die vielen Re-
geln pro Atom die moglichen Wahrheitswertbelegungen. Es gibt bei grolen R/A
Werten im Durchschnitt weniger Antwortmengen, weniger erfiillbare Programme
und falsche Entscheidungen werden schneller bemerkt, als im Bereich zwischen
kleinen und grof8en R/A Werten. Bei gemischter Korperldnge und groen R/A Wer-
ten, beschrinkt eine hohere Faktenanzahl pro Atom die Anzahl der Antwortmen-
gen und vereinfacht die Antwortmengenberechnung, sie erhoht aber den Anteil der
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erfiillbaren Probleme.

In den Bereichen von groflen und kleinen R/A Werten wird, durch die stér-
kere Beschriankung der moglichen Wahrheitswertbelegungen, die Inferenz erleich-
tert (es konnen wahrscheinlich mehr Atombelegungen geschlossen werden, da an-
wendbare Regeln wahrscheinlicher sind) und die Zahl der nétigen (oder falschen)
Entscheidungen reduziert. Dadurch ist der Berechnungsaufwand dort geringer, als
im Bereich zwischen groB3en und kleinen R/A Werten.

Danach sollten Programme im Bereich von kleinen und groBen R/A Werten
leichter 16sbar sein und weniger Antwortmengen besitzen, als im Bereich dazwi-
schen.
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Kapitel 5

Generierungsmodelle der
logischen Programme

In diesem Kapitel werden die Modelle zur Generierung der logischen Programme
fiir die Testreihen vorgestellt. Es dient der Zusammenfassung aller Generierungs-
modelle, so dass sie schnell nachgeschlagen werden kdnnen.

Zu beachten ist, dass bei den nachfolgenden Modellen die Parameter, welche
die Art der generierten Programme bestimmen, zur Generierung der Programme
dienen. Die entstehenden Programme konnen durchaus andere Parameter haben,
z.B. konnen nicht alle Atome verwendet sein oder es konnen Regeln doppelt gene-
riert werden. Modelle bei denen die Parameter zur Generierung immer die gleichen
sind, wie die Parameter des entstehenden Programms, sind aufwindiger zu reali-
sieren.

5.1 Zufillige logische Programme

Die zufilligen logischen Programme sind an die Modelle aus dem SAT-Bereich
angelehnt und enthalten keine allquantifizierten Variablen, sie sind also schon nor-
male logische Programme.

Bei den nachfolgenden Modellen wurden nicht, wie in [29], das doppelte Vor-
kommen von Regeln oder Atomen im Korper vermieden.

5.1.1 Feste Korperlinge k-LP (fixed bodylength)

In diesem k-LP Modell werden die generierten logische Programme durch drei
Parameter bestimmt, die Anzahl A der Atome, R der Regeln und k der Literale
pro Regelkorper. Jedes logisches Programm hat dann die vorgegebene Anzahl von
Regeln R und Literalen pro Kérper k. Der Kopf einer Regel wird aus der Menge der
Atome zufillig ausgewihlt. Dabei hat jedes Atom die gleiche Wahrscheinlichkeit
gewdhlt zu werden. Fiir die einzelnen Literale des Korpers einer Regel wird aus
der gleichen Menge von Atomen zufillig ein Atom ausgewihlt, auch dabei haben
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alle Atome die gleiche Wahrscheinlichkeit gewihlt zu werden. Das gewihlte Atom
wird dann mit der Wahrscheinlichkeit von 0.5 negiert.

Ich bin dabei von der Notation in [29] und k-SAT abgewichen, da ich von der
Definition von normalen logischen Programmen aus Abschnitt 2.1.1 auf Seite 3
ausgehe. Das k-LP Modell in dieser Arbeit entspricht also dem (k + 1)-LP Modell
in [29] und dem (k + 1)-SAT Modell.

5.1.2 Gemischte Korperlinge k-pLP (mixed bodylength)

Das hier verwendete k-pLP Modell fiir gemischte Korperldnge (mixed bodylength)
ist an das constant-probability (konstante Wahrscheinlichkeit) Modell von SAT an-
gelehnt. In ihm werden die generierten logische Programme durch drei Parameter
bestimmt, die Anzahl A der Atome, R der Regeln und der durchschnittlichen An-
zahl k von Literalen pro Regelkdrper im Programm. Der Kopf einer Regel wird
aus der Menge der Atome zufillig ausgewdhlt. Dabei hat jedes Atom die gleiche
Wahrscheinlichkeit gewihlt zu werden. Fiir die Literale des Korpers einer Regel
wird aus der gleichen Menge von Atomen jedes mit der gleichen Wahrscheinlich-
keit ausgewdhlt und dieses dann mit der Wahrscheinlichkeit von 0.5 negiert. Die
Wahrscheinlichkeit, dass entweder ein bestimmtes Literal im Korper einer Regel
vorkommt, betrigt also ﬁ.

Der Vorteil dieses Modells besteht darin, dass mit ihm alle syntaktisch mogli-
chen normalen Programme generiert werden kénnen.

Dieses Modell kann auch so betrachtet werden, dass die k-pLP Programme aus
k-LP Programmen mit 0 < k < 2A gemischt werden.

5.1.3 Gemischte Korperlinge mit zusammenhingenden Abhéingigkeits-
graphen

Um Programme mit gemischter Korperldnge und zusammenhingenden Abhéngig-
keitsgraphen zu erzeugen wurden zwei Generierungsmodelle aufgestellt. Die Pro-
gramme in beiden Modellen werden durch drei Parameter bestimmt, der Anzahl A
der Atome, R der Regeln und der durchschnittlichen Anzahl k der Literale pro Re-
gelkorper. Das Programm hat einen zusammenhingenden Abhéngigkeitsgraphen,
wenn beim Abhédngigkeitsgraphen des Programms alle gerichteten Kanten durch
ungerichtete ersetzt werden.

Fiir das erste Modell sind die Atome mit (1...A) und die Regeln mit (1...R)
durchnummeriert. Bei der Generierung der Programme werden die ersten A — 1
Regeln des logischen Programms so generiert, dass im Korper der i’ten Regel das
Atom i + 1 vorkommt (negiert oder unnegiert ist dabei gleich wahrscheinlich) und
im Kopf der Regel ein Atom kleiner als i + 1. Dadurch sind alle Atome miteinan-
der verbunden und Atome niedrigeren Indexes tauchen etwas hdufiger auf. Dann
werden die restlichen Regeln mit zufillig gewéhlten Atomen als Kopf erzeugt und
in die Korper aller Regeln solange zufillig gewihlte und zufillig negierte Atome
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eingefiigt, bis die gewiinschte durchschnittliche Korperldnge k erreicht ist, wobei
die Regel, zum FEinfiigen des ndchsten Korperliterals, zufillig gewihlt wird.

In einem zweiten Modell wird dafiir gesorgt, dass jedes Atom (auBler das Ers-
te) mindestens in einem Regelkopf vorkommt. Die Generierung funktioniert wie
im ersten Modell, nur dass im Kopf der i’ten Regel fiir i < A das Atom i + 1 vor-
kommt und im Korper der Regel mindestens ein Atom kleiner als i+ 1, negiert oder
unnegiert.

5.2 Hamiltonsche Zyklen auf Zufallsgraphen

Ein weiteres Generierungsmodell wird fiir das Finden von Hamiltonsche Zyklen
auf Zufallsgraphen angewand. Meine Wahl viel auf dieses Generierungsmodell,
da es noch relativ einfach ist und schon frither untersucht wurde. Ein Unterschied
zu den zufillig erzeugten Programmen ist, dass den Programmen dieses Generie-
rungsmodells ein komplexeres Problem zugrunde liegt.

Die Programme zur Berechnung von Hamiltonschen Zyklen auf einem gerich-
teten Graphen bestehen aus zwei Teilen. Einen Teil zur Berechnung der Zyklen
(Encoding) und einen Teil der den Graphen kodiert (Datenteil oder Instanz).

Der Teil zur Berechnung der Zyklen wurde aus [29] Seite 113 tibernommen. Es
handelt sich dabei um ein modifiziertes Programm der Universitit Kentucky ASP
Benchmark Webseite http://www.cs.engr.uky.edu/ai/benchmark-suite/
hamcyc. sm. Dabei wurden ein paar Atome umbenannt, um mit Niemeld’s Kodie-
rung konsistent zu sein. Das Programm ist in Listing 5.1 zu sehen.

{hc(X,Y) }:—arc(X,Y).

:— 2{hc(X,Y):arc(X,Y)},vertex (Y).

:— 2{hc(X,Y):arc(X,Y)},vertex (X).

:—vertex (X) , not r(X).

r(Y):— he(X,Y),arc(X,Y), initialvtx (X).

r(Y):— he(X,Y),arc(X,Y),r(X), not initialvtx (X).
initialvtx (0).

~N NNk~ W -

Listing 5.1: Hamiltonsche Zyklen auf Zufallsgraphen

Der Teil, welcher den Graphen darstellt, besteht aus Fakten der Form ,,vertex(X) .
fiir die Knoten und ,,arc (X, Y) . fiir die Kanten, wobei X und Y Namen fiir Kno-
ten des Graphen sind, die aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen kommen. Der
Knoten 0 muss immer vorhanden sein. Die Kante ,,arc(X,Y) . geht von Knoten
X zu Knoten Y.

Die Parameter zur Generierung von Graphen sind die Anzahl der Knoten N und
die Anzahl der Kanten E. Bei der Generierung werden zuerst N Knoten erzeugt
und den Zahlen O, ..., (N — 1) zugeordnet. Dann werden fiir die Kanten E Paare von
diesen Zahlen (den Knoten) gebildet, wobei sowohl die erste Zahl, als auch die
zweite Zahl des Paares jeweils gleich verteilt, zuféllig aus dem Bereich O, ..., (N —
1) gewihlt wird. Doppelte Paare bzw. Kanten werden ausgeschlossen.
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Kapitel 6

Testergebnisse

Leider kann von Ergebnissen, die logische Programme bei einem Antwortmengen-
solver hervorbringen, nicht auf die Ergebnisse, welche die logischen Programme
bei anderen Antwortmengensolver hervorbringen, geschlossen werden. Wenn ein
logisches Programm beziehungsweise Problem bei einem Antwortmengensolver
doppelt so viele choice points hat, wie ein anderes Programm, muss diese Rela-
tion nicht bei einem anderen Antwortmengensolvern erhalten bleiben. Der Grund
dafiir konnen kleine Implementationsunterschiede sein. Wenn beispielsweise ein
Antwortmengensolver die Atome als choice points nimmt die am hiufigsten vor-
kommen und ein anderer Antwortmengensolver nicht, kann es Unterschiede geben.

All die kleinen Implementationsunterschiede zu beriicksichtigen, ist allerdings
unmoglich. Deshalb sind die Ergebnisse der Antwortmengensolver fiir einzelne
Programmbeispiele, nicht unbedingt zu allgemeinen Aussagen iiber die Antwort-
mengensolver heran ziehbar. Fiir verldsslichere Aussagen ist es notwendig grofere
Anzahlen von Programmen fiir die Solver statistisch auszuwerten. Dies ist ein Ge-
genstand der nachfolgenden statistischen Untersuchungen.

6.1 Testaufbau

Nachfolgend sind einige allgemeine Bemerkungen iiber den Aufbau, die Daten und
die Auswertung der gemachten Testreihen zu finden.

Bei den einzelnen Testldufen wurde fiir einen Testpunkt, soweit nicht anders
angegeben, 1000 logische Programme generiert und ausgewertet.

Die Testpunkte sind meist groflichig erhoben worden, so dass moglichst alle
relevanten Bereiche vorhanden sind und von mir auch schnell eine neue Unter-
testreihe ausgewertet werden konnte, z.B. Testreihen bei konstanten R/A Faktor.
Durch das aufgetretene exponentielle Wachstum, sind allerdings einige Bereiche
nur schwer zugénglich, so dass einige Testreihen abgebrochen werden mussten.

Auf der beigelegten DVD sind viel mehr Daten vorhanden, als hier erwéhnt
werden. Allerdings werde ich die wesentlichen Aspekte abhandeln.

Die Testreihen werden im Nachfolgendem mit Namen gekennzeichnet, die dem
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Verzeichnisnamen entsprechen, in dem ihre Daten abgelegt sind. Dieser Name wird
als Eigenname verwendet.

Die Testreihen wurden zum Einen auf meinen privaten Rechner, AMD Atlon
1800+ 512 MB Arbeitsspeicher unter Suse Linux 9.0, durchgefiihrt. Bei diesem
Rechner hatte ich den alleinige Zugrift, so dass die Zeitwerte in den Testldufen
nicht durch (andere) Benutzer verfilscht wurden. Andere Testreihen wurden unter
Benutzung von Rechnern der Universitit Potsdam erstellt. Diese Rechner konn-
ten parallel von anderen Benutzern verwendet werden. Auch wurde eine Testreihe
teilweise auf verschiedenen Rechnern zusammengestellt. Darum sollte man, bei
der Auswertung der Zeit, besondere Vorsicht walten lassen. Andere Parameter,
wie choice points oder der Wahrheitswertzuweisungen, sind davon nicht betrof-
fen. Auch auf den Universitdtsrechnern wurden die Testreihen unter neueren Linux
Version erstellt, allerdings mit verschiedenen Linux Versionen.

Die Werte der Ausgabeparameter wurden bei zwei Testreihen auf meinen priva-
ten Rechner mit BMTool von Wolfgang Faber (seine Hompage: http://www.kr.
tuwien.ac.at/staff/faber/) erfasst und sind in dessen Ausgabeformat abge-
speichert. Bei den restlichen Testldufen wurden die Ausgabewerte durch eigene
Parser erfasst und in der BMTool Ausgabeform ausgegeben.

Alle generierten logische Programme wurden zu Beginn von LParse iibersetzt,
dabei wurden teilweise auch die Programme vereinfacht, so dass die Parameter-
werte (Anzahl von Atom und Regeln) fiir die Generierung der Programme nicht
unbedingt die gleichen sind, wie die Parameterwerte die von den Antwortmengen-
solver ausgegebenen werden.

Smodels und Nomore++ wurden mit ihren Standardparametern ausgefiihrt,
beziehungsweise es wurden ihnen beim Aufruf keine anderen Eingabeparameter
tibergeben, als eventuell der Dateiname des logischen Programms und O falls alle
Antwortmengen gesucht wurden. Auch BMTool wurde fiir den Aufruf von Smo-
dels und Nomore++ keine Parameter iibergeben.

Die Generierungsparameter sind implizit im Dateinamen fiir die Testpunkte ge-
speichert. Fiir mehr Informationen sei hier auf die ,,liesmich.txt* Datei im Stamm-
verzeichniss der DVD verwiesen.

Ausgabeparameter die bei den Smodels Testreihen erfasst wurden, sind von der
Ausgabe von Smodels tibernommen.

Zu diesen Parametern gehoren:

e dic Zeit (time)

e die Anzahl der choice points (Entscheidungspunkte)

die Anzahl der wrong choices (falsche Entscheidungen)

die Anzahl der Antwortmengen

die Anzahl der Wahrheitswertzuweisungen (truth assignments)

die Anzahl der Atome des von Smodels gelesenen Programms
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e die Anzahl der Regeln des von Smodels gelesenen Programms

Die Anzahl der choice points gibt an, wie oft Schritt 2 aus Abschnitt 2.4.1
Seite 11 bei der Suche ausgefiihrt wird, oder wie oft der Smodels-Algorithmus
(Listing 2.1 Seite 12) den Teil mit den Selbstaufrufen anlduft. Die wrong choices
sind die choice points bei denen beide Wahrheitswertbelegungen fiir ein Atom aus-
probiert werden. Die Anzahl der wrong choices gibt also an, wie oft beim Smodels-
Algorithmus beide rekursive Selbstaufrufe ausgefiihrt werden.

Bei der Nomore++ Ausgabe wurden die folgenden Parameter gespeichert:

e die Zeit (time)

e die Anzahl der choice points (Entscheidungspunkte)
e die Anzahl der choices

e die Anzahl der Antwortmengen

Die choice points von Nomore++ sind analog zu den choice points bei Smo-
dels. Die Anzahl choices ist die Anzahl der Wahrheitswertbelegungen die Nomo-
re++ an choice points ausprobiert hat oder die Anzahl der rekursiven Aufrufe von
Nomore++.

Bei der Anzahl der Antwortmengen wurde von BMTool, bei den Testreihen
cases und casesN, nur erfasst, ob es Antwortmengen gibt, aber nicht wie viele.
Leider wurden die Werte der Atom- und Regelanzahl nicht von Anfang an erhoben,
so dass sie teilweise bei den Testreihen cases und casesN fehlen.

Die nachfolgenden Diagramme stellen nur eine kleine Auswahl aller generier-
ten Diagramme dar. Sie sollen charakteristische Sachverhalte verdeutlichen, auf
der beigelegten DVD sind weitere Diagramme zu den Testreihen zu finden. Fiir
weitere Erlduterungen der Daten auf der DVD sei auf die ,,liesmich.txt* und ,,in-
fo.txt* Dateien verwiesen.

Alle getroffenen Aussagen betreffen natiirlich, wenn nicht anders gekennzeich-
net, immer nur die untersuchten Bereiche, da Aussagen au3erhalb dieser nicht ohne
weiteres moglich sind. Ein Grund dafiir ist exponentielles Wachstum. Dieses kann
im untersuchtem Bereich noch so schwach sein, dass es nicht bemerkt wird, so
dass nur eine polynomielle Komponente des Wachstum bemerkt wird. Wenn iiber
das Wachstum von Werten einer Testreihe gesprochen wird, wird das plausibelste
Wachstumsverhalten zugrunde gelegt, da mit endlich vielen Testpunkten das zu-
grunde liegende Wachstumsverhalten nie mit Sicherheit bestimmt werden kann.
Das Wachstumsverhalten einer Testreihe mit n Testpunkten kann beispielsweise
immer mit einem Polynom n-ten Grades approximiert werden, trotzdem kann eine
exponentielle Funktion zu bevorzugen sein.

Im nachfolgenden steht L fiir die durchschnittlichen Anzahl der Korperlitera-
len, A fiir die Anzahl von Atomen und R fiir die Anzahl der Regeln in den Program-
men. Wenn nicht anders gekennzeichnet sind mit diesen Parametern die Generie-
rungsparameter der Programme gemeint. Mithilfe einer, auf eine Problemklasse
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angepassten, Skalierungsformel (z.B. R/A bei 2-LP) kann ein Parameter ermittelt
werden, beziiglich dem das Wachstumsverhalten der Ausgabewerte groftenteils
unabhéngig von untersuchtem Bereich wird. Wenn iiber das Verhalten einer Kurve
gesprochen wird, ist ihr Wachstumsverhalten gemeint.

Hohenlinien begrenzen Bereiche in denen die dargestellten Werte unterschied-
liche Hohen haben. Sie sind bei vielen dreidimensionalen Diagrammen unten am
Boden des Diagramms zu finden und helfen bei Aussagen iiber den Hohenverlauf
der dargestellten Kurvenflache (zweidimensionale Kurve).

6.2 Feste Korperliange k-LP

6.2.1 Berechnung einer Antwortmenge bei 2-LP

Bei der Testreihe casesl wurde, fiir die Generierung der logischen Programme,
das k-LP Modell fiir feste Korperldange (fixed bodylength) aus 5.1.1 auf Seite 40
verwendet. Fiir die so generierten logische Programme wurde eine Antwortmen-
gen mit Smodels Version 2.27 berechnet. Die Testreihe casesl wurde auf meinen
Heimrechner erhoben.
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Abbildung 6.1: Durchschnittliche choice points der erfiillbaren, unerfiillbaren und
aller Probleme bei 2-LP fiir 150 Atome

Die Abbildung 6.1 zeigt die durchschnittliche Anzahl der choice points fiir er-
fiillbare, unerfiillbare und alle Probleme bei 2-LP mit 150 Atomen. Die Ahnlichkeit
zur Abbildung 3.6 auf Seite 22 aus [29] Seite 82 ist auffallend. Ich kann also Yuting
Zhao’s Ergebnisse fiir k-LP trotz leicht unterschiedlicher Modelle bestétigen. An-
scheinend sind die Effekte von doppelten Atomen im Korper und doppelten Regeln
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vernachldssigbar, zumindest im untersuchten Bereich. Die Griinde fiir den Kurven-
verlauf wurden schon in Abschnitt 4.2.2 auf Seite 38 erldutert und werden hiermit
bestitigt.

25

Faktor

0.5 - 4

Regeln/Atome R/A

Abbildung 6.2: Quotient von choice points der unerfiillbaren und erfiillbaren Pro-
bleme bei 2-LP und 150 Atomen

Wie in Abbildung 6.2 zu sehen, liegt der Quotient von choice point fiir uner-
fiillbare Probleme, zu choice point fiir erfiillbare Probleme ( (unerfiillbaren Pro-
bleme) /(erfiillbaren Probleme) ) rund bei 1.5 . In der Anfangsphase allerdings,
bis R/A = 2, liegt die durchschnittliche Anzahl der choice points fiir unerfiillbare
Probleme bei 0 . Dadurch liegt dort auch der Quotient bei 0 und néhert sich dann
dem Wert 1.5 an, ab rund R/A = 7 nimmt er wieder leicht ab. Selbst bei wenigen
Regeln sind unerfiillbare Probleme vorhanden (bei 100 Regeln 331 unerfiillbare
Probleme) und ihre Anzahl steigt schnell an. Bei 270 Regeln (R/A = 1.8) sind 729
unerfiillbare Probleme (= 72.9% aller Probleme) vorhanden, die durchschnittliche
Anzahl der choice points der unerfiillbare Probleme liegt aber immernoch bei O .
Die Anzahl der unerfiillbaren Probleme ist nicht fiir den niedrigen Wert der durch-
schnittlichen choice points verantwortlich, sondern unerfiillbare Probleme sind bei
wenigen Regeln pro Atom trivial zu 16sen.

In dem Bereich, in dem bei unerfiillbaren Problemen keine choice points be-
notigt werden, gibt es bei erfiillbaren Problemen durchaus choice points (zwischen
durchschnittlich 0.08 bei 100 Regeln und 0.41 bei 270 Regeln), allerdings keine
wrong choices. Dabei ist zu beachten, dass bei Programmen mit mehr als einer
Antwortmenge auch choice points benétigt werden, denn die zwei moglichen Wer-
tebelegungen an den choice point fithren dann zu unterschiedlichen Antwortmen-
gen. Die choice points ermoglichen also mehrere Antwortmenge, indem sie als
Abzweigung zu ihnen dienen. Ab dem Bereich (ab 270 Regeln) in dem unerfiill-
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bare Probleme choice points haben, haben erfiillbare Probleme wrong choices. Im
Bereich mit weiniger als 270 Regeln sind also alle Probleme trivial 16sbar.
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Abbildung 6.3: Median der Anzahl der choice points und Anzahl der erfiillbaren
Probleme bei 2-LP fiir 150 Atome

Abbildung 6.3 zeigt den Median (den Wert in der Mitte, wenn die choice points
geordnet sind) der Anzahl der choices points (Skala rechts) und die Anzahl der
erfiillbaren Probleme (Skala links) bei 2-LP fiir 150 Atome. Das Aussehen der
Median Kurve von Abbildung 6.3 dhnelt stark dem von Abbildung 6.1, nur dass
die konkreten Werte anscheinend kleiner sind, als die des Durchschnitts fiir alle
Probleme. Das lisst darauf schlieBen, dass sich Durchschnitt und Median dhnlich
verhalten.

Bei der Erfiillbarkeitskurve ist zu erkennen, dass es keine Phase gibt, in der die
meisten logischen Programme erfiillbar sind. Dass die Anzahl der erfiillbaren Pro-
bleme mit der Zahl der Regeln von Anfang an sinkt, kann dadurch erklért werden,
dass mit der Zunahme der Regeln, auch die Zahl der ungeraden Zyklen zunimmt.
Die Anzahl der geraden Zyklen nimmt natiirlich auch zu, nur steigt die Erfiillbar-
keitsquote nicht dadurch, dass mehr Antwortmengen moglich sind. Mit Zunahme
der Regelanzahl konnen nur mehr Bedingungen (und damit auch potentielle Wie-
derspriiche) hinzukommen.

Abbildung 6.4 zeigt das Maximum der Anzahl der choice points fiir die Test-
punkte bei 2-LP fiir 150 Atome. Auch sie dhnelt den beiden vorangegangenen Ab-
bildungen 6.1 und 6.3. Allerdings ist sie wesentlich stirker zerkliiftet, was daher
rithrt, dass hier nur ein logisches Programm fiir die Punkte herangezogen wurde.
Weiterhin liegen die Werte deutlich iiber denen des Durchschnitts und des Me-
dians. Fiir die maximale Anzahl von choice points gibt es eine obere Grenze bei
Smodels, die bei (24 — 1) liegt (Anzahl der Knoten im maximal aufgespannten
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Abbildung 6.4: Maximale Anzahl der choice points bei 2-LP fiir 150 Atome

Suchbaum), im Durchschnitt oder Median braucht man wesentlich weniger, das
Maximum kann sie im schlimmsten Fall erreichen. Die dargestellten Maximal-
werte der choice points liegen allerdings noch weit unter der oberen Grenze (hier
@'% - 1y).

choice points

6

Regeln/Atome R/A

Abbildung 6.5: Minimale Anzahl der choice points bei 2-LP fiir 150 Atome

Abbildung 6.5 zeigt das Minimum der choice points in den jeweiligen Test-
punkten bei 2-LP fiir 150 Atome. Die Werte, die erreicht werden, sind im Verhilt-
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nis zu den anderen drei Abbildungen 6.1, 6.3 und 6.4 sehr gering. Es kann da-
von ausgegangen werden, dass, wenn die Anzahl der generierten Testbeispiele pro
Testpunkt erhoht wird, sich die Anzahl der minimalen choice points irgendwann
iberall bei O befindet. Das heilit, die leichten Probleme, die mit wenigen choice
points zu 16sen sind, nehmen vielleicht mit steigendem Durchschnitt der choice
points ab, aber wenn genug Probleme generiert werden, werden immer welche zu
finden sein. Der Grund ist, dass mit dem k-LP Modell mit allen Generierungspara-
metern immer trivial 16sbare Probleme generierbar sind, z.B. Probleme bei denen
alle Atome, die als Kopfatom in einer Regel vorkommen, in keinem Regelkorper
vorkommen.
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Abbildung 6.6: Varianz in der Anzahl der choice points bei 2-LP fiir 150 Atome

Abbildung 6.6 zeigt die Varianz der choice points bei 2-LP fiir 150 Atome.
Auch hier ist das gleiche Muster wie bei den drei Abbildungen 6.1, 6.3 und 6.4 zu
finden.

Mit diesen Abbildungen fiir die choice points, kann auf die innere Verteilung
der choice point Anzahlen eines Testpunktes (wie viele Programme eines Test-
punktes wie viele choice points haben) im schweren Bereich geschlossen werden.
Diese Verteilung beginnt bei 0 (wegen Minimum). Sie ist asymmetrisch (wegen
dem Unterschied von Median und Durchschnitt), wobei mehr Probleme im Berei-
chen mit wenigen choice points liegen und die wenigen Probleme mit mehr choice
points den Durchschnitt iiber den Median heben. Im Bereich von sehr vielen choice
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points liegen demnach nur wenige Probleme.

Wenn das Muster der Kurven 6.1 fiir den Durchschnitt als Muster fiir die
Schwere von Problemklassen angenommen wird, nimmt mit der Schwere der Pro-
blemklassen das Maximum der Verteilung im Testpunkt stark zu.
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Abbildung 6.7: Anzahl der choice points der erfiillbaren, unerfiillbaren und aller
Probleme bei 2-LP fiir R/A =5

Die Abbildung 6.7 zeigt die durchschnittliche Anzahl der choice points von
erfiillbaren, unerfiillbaren und allen Problemen fiir 2-LP bei dem Faktor R/A = 5.
Die drei Kurven zeigen, abgesehen von den konkreten Anstiegswerten, ein dhnli-
ches Verhalten.
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Abbildung 6.8: Quotient von log choice points der unerfiillbaren und erfiillbaren
Probleme bei 2-LP und R/A =5

Ein dhnliches Verhalten der Werte wird durch die Abbildung 6.8 bestitigt. Hier
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wurde fiir die einzelnen Testpunkte der Logarithmus der Anzahl der durchschnittli-
chen choice points bei unerfiillbaren Problemen durch den Logarithmus bei erfiill-
baren Problemen geteilt (log(unerfiillbare Probleme)/log(erfiillbare Probleme)). Die-
se Kurve ist sozusagen der Quotient der Exponentenfunktionen der choice point
Wachstumsfunktionen fiir unerfiillbare und erfiillbare Probleme.

Nach anfianglichen stirkeren Schwankungen bei unter 60 Atomen, pendelt sich
die Kurve ziemlich stabil bei einem Wert von rund 1.1 ein. Das heif3t, das Wachs-
tum der Kurven unterscheidet sich nur durch einen konstanten Faktor im Exponen-
ten (a in 28a+0),

Das Wachstumsverhalten ist also weitestgehend unabhingig davon, ob die Pro-
bleme erfiillbar sind oder nicht.
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Abbildung 6.9: Durchschnittliche choice points und Approximation bei 2-LP und
R/A =5

Fiir die choice point Kurve fiir alle Probleme aus Abbildung 6.7 wurde ei-
ne exponentielle Funktion, die sich ihr annihern, approximiert. Bereiche unter-
halb von einem choice point wurden dabei ignoriert. Die Funktion hat die Form:
fk1 = 2R*a+b \yobei a und b vom R/A Faktor und der Anzahl von Kérperliteralen
abhingige Konstanten sind und R die Anzahl der Regeln ist. Demnach ist 1/a die
Anzahl der Regeln, um die die Programme vergrofert werden miissen, bei kon-
stanten R/A Faktor, um die durchschnittliche Anzahl choice points zu verdoppeln.

Wegen f/(F,R) = 28*** und R = F = A ist g (F, A) = g (F,R/F) = 24*F~a+b
fiir die gleichen a und b, wobei F fiir die entsprechenden R/A Faktoren steht. Wenn
also ein Programm bei konstanten R/A Faktor um % /j\*a Atome vergrofiert wird,
verdoppelt sich im Durchschnitt der Berechnungsaufwand.

Abbildung 6.9 zeigt die durchschnittlichen choice points und die Approximati-
on. Die Funktion fiir die Approximation ist: fk1 (5,R) = 2R00155-28 Darays folgt,

53



6.2. FESTE KORPERLANGE K-LP

dass bei R/A = 5 durch zusitzlich 65 Regeln bzw. 13 Atome die durchschnittliche
choice point Anzahl rund verdoppelt wird.

Die Originalkurve wichst leicht stirker als exponentiell und beschreibt einen
nach oben offenen Bogen, denn zwischen 200 und 300 und ab 800 Regeln ist die
Originalkurve iiber der Approximation zwischen 300 und 800 Regeln aber darun-
ter. Diese Tendenz ist zwar schwach, aber auch bei Kurven fiir andere R/A Fak-
toren zu finden, dass dies auf statistischen Ungenauigkeiten beruht ist sehr un-
wahrscheinlich. Es ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dass das Wachstum fiir noch
groBere Anzahlen von Regeln in ein rein exponentielles Wachstum iibergeht. Der
Grund fiir den nach oben offenen Bogen konnte allein an einer polynomiellen Kom-
ponente des Wachstums liegen, deren anfénglich starker Anstieg sich mit der Zeit
immer mehr abflacht.

Auch bei andere R/A Werte zeigt sich ein dhnliches Wachstumsverhalten.
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Abbildung 6.10: 2-LP choice points Zeit Quotient fiir den Faktor R/A = 5

Interessant ist auch Abbildung 6.10, sie zeigt den durchschnittlichen choice
point (/) Zeit Quotienten fiir den Faktor R/A = 5. Fiir dieses Diagramm wurden
fiir die einzelnen Probleme die ermittelte Anzahl der choice points durch die ermit-
telte Zeit dividiert ((choice points)/Zeit). Dargestellt ist jeweils der Durchschnitt
fiir die einzelnen Testpunkte. Bei der Kurve deutlich zu sehen ist ein wenig-viel-
wenig Muster. Wihrend in der Anfangsphase durchschnittlich am wenigsten choi-
ce points pro Zeiteinheit besucht werden, steigt mit der Atomzahl die Zahl der
choice points pro Zeiteinheit auf ein Maximum und sinkt danach wieder ab. Anzu-
nehmen ist, dass sich die Kurve mit der Zeit weiter abflachen wird.

Dieses wenig-viel-wenig Verhalten konnte auf die choice point Vermeidungs-
strategien (z.B. Heuristiken und lookahead) und der Zeit zum Einlesen des Pro-
gramms zuriickzufiihren sein. Wihrend am Anfang, durch sie die Anzahl der choi-
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ce points pro Zeiteinheit stark reduziert wird, versagen diese mit der Zeit. Sie kon-
nen allerdings nur solange schlechter werden, bis sie so gut wie nutzlos sind. Dann
kommt ein zweiter Effekt zu tragen. Bei gro3eren Programmen gibt es auch mehr
Moglichkeiten weiter zu schlieBen, da mehr Regeln beriicksichtigt werden miissen,
so dass bei grofler werdenden Programmen mehr Zeit zum Schlie3en zwischen den
choice points verbraucht wird.
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Abbildung 6.11: Differenz choice points und wrong coices fiir erfiillbare Probleme
bei 2-LP und 150 Atomen

In Abbildung 6.11 sind die durchschnittlichen Unterschiede bei erfiillbaren
Problemen zwischen choice points und wrong choices fiir 2-LP bei 150 Atomen
aufgefiihrt. Dafiir wurden fiir die einzelnen erfiillbaren Probleme die ermittelten
wrong choices von den choice points abgezogen ((choice points) — (wrong choi-
ces)) und fiir den Testpunkt der Durchschnitt {iber alle erfiillbare Probleme gebil-
det. Es gibt zwar ein wenig-viel-wenig Muster, aber im Vergleich zu den tatsédchlich
gemachten choice points, sind die Werte gering und die Kurve weniger ausgepragt.
Die Anzahl der wrong choices liegt nur etwas unter der Anzahl der choice points,
fast alle Entscheidungen fiithren also zu keiner Losung bzw. Antwortmenge. Wobei
in dem leicht Bereichen der Unterschied noch groBer ist, dort werden also propor-
tional weniger wrong choices gemacht. Bedingt durch die kleineren Werte in den
untersuchten leicht Bereichen, kann dies aber nicht verallgemeinert werden.

Bei den unerfiillbaren Problemen ist natiirlich die Anzahl wrong choices gleich
der Anzahl der choice points.

In Abbildung 6.12 ist die Kurve des gleichen Parameters fiir einen konstanten
Faktor R/A = 5 dargestellt. Demnach wichst der Unterschied choice points und
wrong choices ungefihr linear, wenn von den Anfangswerten bei wenigen Atomen
abgesehen wird. Aber auch hier ist der Unterschied nur gering, so dass sich die

55



6.2. FESTE KORPERLANGE K-LP

4.5

35 4

25 B

choices

L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Atome A

Abbildung 6.12: Differenz choice points und wrong coices fiir erfiillbare Probleme
bei 2-LPund R/A =5

Kurven fiir choice points und wrong choices sehr dhnlich verhalten.

Das dhnliche Verhalten der Anzahl von choice point und wrong choice wird
aus dem Modell fiir die Suche nach einer Antwortmenge des Abschnittes 4.1.2
Seite 34 ersichtlich. Danach ist max(choice points) = (wrong choices) + A, da ma-
ximal A mal richtige Entscheidungen getroffen werden konnen, also maximal A
mal nicht beide Subaufrufe von Smodels gemacht werden. Wenn also entweder die
choice point oder wrong choice Anzahl mehr als linear mit der Anzahl der Ato-
me A wichst, muss der jeweils andere irgendwann, wenn A grof3 genug ist, auch
dhnlich stark wachsen.

Da auf dem Pfad von der Wurzel des Suchbaums bis zur Antwortmenge auch
Atombelegungen durch Inferenz geschlossen werden, kann nicht gesagt werden,
wieviele choice points es auf dem Pfad insgesamt gibt. Damit kann auch nicht ge-
sagt werden, wie hoch der Anteil der richtigen Entscheidungen auf diesem Pfad
ist. Wenn aber angenommen wird, dass bei den zufilligen Programmen von k-LP
die Wahrscheinlichgkeit sich richtig zu entscheiden bei rund 50% liegt, zeigen Ab-
bildung 6.12 und 6.11 auch ungeféhr die durchschnittliche Anzahl der erfolglosen
Untersuchbdaumen bzw. falschen Entscheidungen bei erfiillbaren Problemen. Bei
R/A = 5 und 150 Atomen bedeuted dies, dass von den durchschnittlich rund 300
choice points fast alle in den durchschnittlich rund 3.5 falschen Untersuchbdumen
auftreten.
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6.2.1.1 Untersuchung eines Testreihenpunktes bei cases1
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Abbildung 6.13: Anzahl der Programme mit choice points in den Intervallen bei
2-LP fiir 150 Atome und 750 Regeln

Um die gemachten Behauptungen iiber die innere Verteilung eines Testpunk-
tes zu bestitigen, wurden fiir verschiedene Testpunkte mehrere Probleme generiert
und die Ergebniswerte mehreren Intervallen zugeordnet. In Abbildung 6.13 ist eine
charakteristische Kurve bei 2-LP fiir 150 Atome, 750 Regeln (R/A = 5) und 88828
generierte Probleme zu sehen. Gesucht wurde dabei nur eine Antwortmenge, was
der Testreihe cases1 entspricht. Angegeben ist die Anzahl der Probleme, die choice
points in den entsprechenden Intervallen hatten. Ein Intervall umfasst dabei choice
points in einem Abstand von 10, z.B. die Anzahl der Probleme mit 100 bis 110
choice points. Die y-Achse der Anzahl ist logarithmisch eingeteilt.

Diese Verteilung bestétigt die Behauptung iiber die Verteilung innerhalb der
Testpunkte. Nach einem sehr starken anfinglichen Anstieg der Anzahl, hat die Ver-
teilung ein Maximum bei relativ wenigen choice points erreicht. Danach sinkt die
Anzahl von Problemen in den Intervallen und gleitet in hohen choice point Werten
aus.

Bei anderen Testpunkten und Berechnungsaufwandsparametern (Zeit, wrong
choices usw.) sieht die Verteilung dhnlich aus, ist aber unterschiedlich stark ge-
dehnt, beziehungsweise gestaucht, und mehr oder weniger stark ausgeprigt. Da-
bei ist die Dehnung der Verteilung im Bereich der groleren Anzahlen von choice
points stirker. Mit den Werten fiir Durchschnitt, Median, Maximum und Minimum
konnen die Verdnderungen abgeschitzt werden.
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6.2.2 Berechnung aller Antwortmengen bei k-LP

Bei der Testreihe cases wurde, fiir die Generierung der Programme, das k-LP Mo-
dell fiir feste Korperldnge (fixed bodylength) aus 5.1.1 auf Seite 40 verwendet. Fiir
die so generierten logische Programme wurden alle Antwortmengen mit Smodels
Version 2.27 berechnet. Die Testreihe wurde auf meinem Heimrechner erhoben.
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Abbildung 6.14: Anzahl der erfiillbaren Programme bei 2-LP

Abbildung 6.14 zeigt die Anzahl der logischen Programme des 2-LP Modells
die erfiillbar sind, zwischen 10 und 1500 Regeln und 10 und 150 Atomen. Die Ho-
henlinien, auf dem Boden in der Regel-Atom-Ebene des Diagramms, zeigen ein
anndhernd lineares Verhalten, wobei die Verlingerung des gradlinigen Teils in die
Nihe des Koordinatenursprungs kommt. Der R/A (Regeln/Atome) Faktor ist dem-
nach auf diesen Hohenlinien ungefihr konstant. Dieser Sachverhalt unterstreicht
die Aussagekraft der Skalierungsformel R/A.

Zu beachten ist, dass der Anteil der erfiillbaren Probleme nicht von der Anzahl
der gesuchten Antwortmengen abhéngt. Daher zeigt die Abbildung 6.14, von statis-
tischen Ungenauigkeiten abgesehen, auch die Erfiillbarkeitskurve fiir den Fall, dass
nur eine Antwortmenge gesucht wird. Auch hier ist zu erkennen, dass es anschei-
nend keine Phase gibt, in der die meisten Programme erfiillbar sind. Das Absinken
der Anzahl der erfiillbaren Probleme mit der Zahl der Regeln, ist wie bei der Suche
nach einer Antwortmenge bei casesl zu erkliren.
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Der grofitenteils lineare Verlauf der Hohenlinien ldsst darauf schlieen, dass
sich an diesem Bild auch bei mehr Regeln oder Atomen nichts dndert.

Da bei dieser Testreihe alle Antwortmengen eines Programms berechnet wur-
den, ist die Anzahl der wrong choices gleich der Anzahl der choice points. Aus-
sagen, die fiir die choice points gemacht werden, gelten also auch fiir die wrong
choices.
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Abbildung 6.15: Durchschnittliche Anzahl der choice points bei 2-LP

Abbildung 6.15 zeigt die durchschnittliche Anzahl der choice points die auf der
Suche nach den Antwortmengen durchlaufen wurden. Deutlich ist hier der schwere
Bereich zu erkennen. Die Maxima der Kurven fiir feste Atomzahlen oder Regel-
zahlen liegen dabei ungefihr auf einer Geraden, bei rund R/A = 5, wobei sie mit
steigender Regel- oder Atomzahl stark zunehmen.

Abbildung 6.16 zeigt den Median der Anzahl der choices points. Das Aussehen
von Abbildung 6.16 dhnelt stark dem von Abbildung 6.15, nur dass die konkreten
Werte kleiner sind. Der Durchschnitt und Median der choice points verhalten sich
also dhnlich.

Abbildung 6.17 zeigt das Maximum der Anzahl der choice points fiir die Test-
punkte. Auch sie dhnelt den beiden vorangegangenen Abbildungen 6.15 und 6.16.
Allerdings ist sie wesentlich stirker zerkliiftet. Weiterhin liegt die Hohe der Werte
deutlich iiber denen der Durchschnitts- und Medianswerte zu liegen.

Abbildung 6.18 zeigt das Minimum der choice points in den jeweiligen Test-
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Abbildung 6.17: Maximale Anzahl der choice points bei 2-LP
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Abbildung 6.18: Minimale Anzahl der choice points bei 2-LP
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Abbildung 6.19: Varianz in der Anzahl der choice points bei 2-LP

Abbildung 6.19 zeigt die Varianz der choice points. Auch hier ist das gleiche
Muster wie bei den drei Abbildungen 6.15, 6.16 und 6.17 zu finden.

Alle Abbildungen fiir die choice points (6.15, 6.16, 6.17, 6.18 und 6.19) zeigen
die gleichen Muster, wie die Kurven fiir die choice points wenn eine Antwortmen-
ge gesucht wird (6.1, 6.3, 6.4, 6.5 und 6.6), ausgedehnt auf eine dritte Dimension
(Regelachse). Wenn von den konkreten Werten abgesehen wird, ist das Verhal-
ten, das Kurven fiir die Berechnung einer und aller Antwortmengen zeigen, gleich.
Die Erkldrungen, die fiir die Kurven von Abbildung 6.4 (maximale choice points)
und 6.5 (minimale choice points) der Testreihe casesl gelten, gelten auch fiir die
entsprechenden Kurven von Abbildung 6.17 (maximale choice points) und 6.18
(minimale choice points) der Testreihe cases.

Auch die Verteilung der Anzahlen von choice point innerhalb eines Testpunk-
tes, bei der Berechnung aller Antwortmengen, dhnelt dem bei der Berechnung von
einer Antwortmenge.

Wie schon in Abschnitt 4.1.2 Seite 34 erwéhnt, sind die Ausgabewerte der
Suche bei unerfiillbaren Problemen (Probleme ohne Antwortmenge) unabhingig
davon, wie viele Antwortmengen gesucht werden. Daher sind die Ergebniswerte
bei unerfiillbaren Problemen bei den Testreihen cases und cases1, von statistischen
Ungenauigkeiten abgesehen, gleich.

Abbildung 6.20 zeigt die durchschnittliche Zeit, die zum Berechnen aller Ant-
wortmengen benétigt wurde. Auch hier fillt die groBe Ahnlichkeit zu der Abbil-
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Abbildung 6.20: Durchschnittliche Zeit bei 2-L.P

dung 6.15 auf. In der Tat ist dem auch so, dass bei allen Testreihen, das Verhalten
der Zeiten, aber auch anderer Berechnungsaufwandsparameter, wie der Anzahl der
wrong choices und Wahrheitswertzuweisungen, dem der choice points stark dhnelt.

Die Ahnlichkeit der Zeit und der choice points ist auch aus Abbildung 6.21
ersichtlich, in der der choice point (/) Zeit Quotient dargestellt ist. Fiir dieses Dia-
gramm wurden fiir die einzelnen Probleme die ermittelte Anzahl der choice points
durch die ermittelte Zeit dividiert ((choice points)/Zeit). Dargestellt ist jeweils der
Durchschnitt fiir die einzelnen Testpunkte. Zu sehen ist, dass im schweren Be-
reich dieser Quotient zwar stark zunimmt, dass aber der Verlauf der Maxima fiir
verschiedene Atomanzahlen bei mehr Atomen stark abflacht. Da die Anzahl der
choice points auf einer R/A Linie mindestens exponentiell wéchst (siehe 6.23), der
Unterschied zwischen choice point und Zeit aber nicht, verhilt sich die Zeit fast
immer genauso wie die choice points.

Abbildung 6.22 zeigt die minimal bendtigte Zeit. Deutlich zu sehen ist, die
nahezu lineare Zunahme mit der Anzahl der Regeln. Der Unterschied zu den mi-
nimalen choice points aus Abbildung 6.18 ist also ein Faktor, der linear mit der
Anzahl der Regeln wichst. Zu beachten ist, dass das lineare Wachstum der Zeit
mit der Anzahl der Regeln, schon allein durch die Zeit entsteht, die zum Einle-
sen der Regeln bendtigt wird. Bei allen Generierungsmodellen muss die Zeit also
mindestens linear mit der Anzahl der Regeln wachsen.
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Abbildung 6.21: Durchschnittlicher choice point Zeit Quotient bei 2-LP

Die angegebene Zeit ist allerdings die von Smodels benétigte Zeit und be-
riicksichtigt nicht LParse. Da LParse einige Programme verkiirzt, in dem es z.B.
doppelte Regeln 16scht, kann es durchaus sein, dass Smodels Programme liest,
die nicht mehr die Linge haben, die sie bei ihrer Generierung hatten. Allerdings
ist der Anteil der Programme, die von LParse um einen signifikanten Anteil (bei
tausend Regeln eine Regel zu 16schen dndert nicht viel) verkiirzt werden kdnnen,
im untersuchtem Bereich gering. Um so weniger Atome es gibt, um so grofler ist
der Anteil der stirker verkiirzbaren Programme, da weniger unterschiedliche Re-
geln generiert werden konnen. Bei 2-LP mit 10 Atomen konnen immerhin 4000
(=10 %2 %10 = 2 + 10 mogliche Kopfatome mal mogliche Korperliterale fiir jedes
Literal im Korper) verschiedene Regeln generiert werden.

Die Ahnlichkeit des Verhaltens der choice points und der Zeit ist also sehr groB,
deshalb konnen durchaus die choice points zur weiteren Betrachtung des Berech-
nungsaufwands bei dieser Smodels Version herangezogen werden. Allerdings ist
das Verhalten, wie Abbildung 6.21 zeigt, nicht identisch, so dass allein die Unter-
suchung der choice points zur Untersuchung des Berechnungsaufwands (im Sinne
der benétigten Zeit) eines ASP-Solvers wohl nicht ausreicht.
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Abbildung 6.22: Minimale Zeit bei 2-L.P
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6.2.2.1 Verhalten bei konstantem R/A Faktor

Um das Wachstumsverhalten bei der Berechnung aller Antwortmengen genauer zu
untersuchen, werden hier, fiir verschiedene konstante Werte der Skalierungsfunk-
tion R/A, die Kurven untersucht.
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Abbildung 6.23: Durchschnittliche choice points bei 2-LP fiir verschiedene R/A
Faktoren

Das mindestens exponentielle Wachstum der Anzahl der choice points ist in
Abbildung 6.23 zu sehen. Hier wurden fiir die R/A Faktoren 3 bis 11 die Kurven
dargestellt. Nach einem sehr starken Anstieg fiir Problemklassen mit durchschnitt-
lich weniger als einem choice point, gehen die Kurven in eine stabile Phase iiber.
Das Anstiegsverhalten aller Kurven ist sehr dhnlich. Wenn die Kurven in unter-
schiedlichen Diagrammen dargestellt werden, sind sie ohne eine Beschriftung der
x-Achse nicht zu unterscheiden. Alle Kurven enden au3erdem ungefihr in der glei-
chen Groflenordnung von choice points.

Der Bereich unterhalb von einem choice point, kann als Anlaufphase gese-
hen werden. Der starke Anstieg dort, kann von einer linearen oder polynomiellen
Komponente des Wachstums herriihren, welche dort noch einen stirkeren Einfluss
haben, als der exponentielle Anteil.

AuBler bei 1-LP und O-LP findet sich dieses Muster auch bei anderen k-LP
Faktoren. Sehr kleine und groB3e R/A Faktoren sind allerdings schwierig zu un-
tersuchen, da sehr groe Programme generiert werden miissen. So ist der choice
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point Durchschnitt fiir R/A = 1 im untersuchten Bereich bei 2-LP bis 1100 Atome
annidhernd konstant unter 0.2 choice points.

Demnach ist das Wachstum iiberall fiir k gréfer 1 mindestens exponentiell, nur
der konkrete Anstieg unterscheidet sich. Das fiihrt dazu, dass fiir eine Verdopp-
lung der durchschnittlichen benétigten choice points (oder Zeit) die Programme
nur um einen konstanten Faktor (an Regeln und Atomen, so dass R/A konstant
ist) vergroBert werden miissen. Damit konnen auch in den leichten Bereichen (bei
niedrigen oder hohen R/A Faktoren) die Probleme schnell schwer bis unlosbar wer-
den. Exponentielles Wachstum ist sozusagen ein zweischneidiges Schwert, da es
nicht nur bedeutet, dass der Aufwand exponentiell mit der linearen Zunahme der
ProgrammgréBe zunimmt, sondern auch exponentiell mit der linearen Abnahme
der Programmgrofle abnimmt. Es kann schnell der Eindruck entstehen, dass in
bestimmten Bereichen (bei bestimmten R/A Werten) das Wachstum geringer als
exponentiell ist, nur weil die Grole der untersuchten Programme noch zu klein ist
und der exponentielle Anteil nicht signifikant ist.

Fiir die Kurven aus Abbildung 6.23 und weiteren R/A Faktor Kurven wurden
exponentielle Funktionen, die sich ihnen annéhern, approximiert. Dabei wurde wie
bei der Approximation fiir casesl, zur Berechnung einer Antwortmenge, fiir Ab-
bildung 6.9 Seite 53 vorgegangen.

Im Nachfolgenden seien einige Approximationen aufgefiihrt, wobei fi(R/A, R)
die Funktion fiir k.-LP mit dem Faktor R/A ist.

£(2,R) = 2R00065-40
H(3,R) = 2R:0016-30
(@4, R) = 2RO0I84-30
£(5,R) = 2R0016-30
f(6,R) = 2R<00125-30
fH(1,R) = 2R00094-30
L@ R) = 9R+0.007-3.0
£(9,R) = 2R*00053-30

£(10,R) = 2R0.0041-3.0
fH(11,R) = 2R00033-30
H(12,R) = 2R00027-30

Abbildung 6.24 zeigt exemplarisch die Kurve fiir den R/A Faktor 5 mit der
dazugehorigen Approximation f>(5,R). Bei anderen R/A Faktoren sind die Ver-
héltnisse von Originalkurve zu Approximation dhnlich. Die Originalkurven fiir
R/A > 2 wachsen alle leicht stéirker als die jeweiligen exponentiellen Approxima-
tionen und beschreiben einen nach oben offenen Bogen. Es ist natiirlich auch hier
nicht ausgeschlossen, dass das Wachstum fiir noch gréere Anzahlen von Regeln
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Abbildung 6.24: Durchschnittliche choice points fiir 2-LP bei den Faktor R/A = 5
mit Approximation

in ein rein exponentielles Wachstum {iibergeht.

Wenn die Approximation f>(5,R) = 28 0016-30 der Kurve mit der Approxi-
mation f! (5, R) = 280015528 der Kurve, bei der Suche nach einer Antwortmenge
auch fiir 2-LP und dem gleichen Faktor R/A = 5, verglichen wird, ist der Anstieg
der Kurven nur leicht unterschiedlich.

Interessant ist auch Abbildung 6.25, sie zeigt die choice point Zeit Quotienten
fiir die R/A Faktoren 3 bis 11. Bei allen Kurven deutlich zu sehen ist ein wenig-
viel-wenig Muster. Wihrend in der Anfangsphase durchschnittlich am wenigsten
choice points pro Zeiteinheit besucht werden, steigt mit der Atomzahl die Zahl der
choice points pro Zeiteinheit auf ein Maximum und sinkt danach wieder ab. In der
3-dimensionalen Abbildung 6.21 fiir den choice point Zeit Quotienten war dieses
Verhalten noch nicht zu sehen, da das Maximum aller Kurven in Abbildung 6.25
bei rund 150 Atomen liegt, dem Ende der Skala in Abbildung 6.21 . Anzunehmen
ist, dass sich die Kurven mit steigender Anzahl von Atomen weiter abflachen.
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Abbildung 6.25: 2-LP choice points Zeit Quotient fiir verschiedene R/A Faktoren
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6.2.2.2 Vergleich von erfiillbaren und unerfiillbaren Problemen

Bei der Suche nach allen Antwortmengen kann die Anzahl der Antwortmengen ex-
ponentiell mit der Anzahl der Atome wachsen. Hier wird untersucht welche Aus-
wirkung die Anzahl der Antwortmengen auf den Berechnungsaufwand hat, indem
Probleme ohne Antwortmengen (unerfiillbare Probleme) mit Problemen mit Ant-
wortmengen (erfiillbare Probleme) verglichen werden.
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Abbildung 6.26: Durchschnittliche choice points fiir erfiillbare, unerfiillbare und
alle Probleme fiir 2-LP bei 150 Atomen

Wie in Abbildung 6.26 zu sehen, unterscheidet sich die durchschnittliche An-
zahl der choice points, welche fiir erfiillbare, unerfiillbare und alle Probleme be-
notigt werden, nicht sehr. Fiir erfiillbare Probleme werden im Durchschnitt dabei
etwas mehr choice points (Zeit) benétigt als fiir unerfiillbare. Das kann nach dem
realen Suchmodell aus Abschnitt 4.1.1.3 Seite 31 damit erklédrt werden, dass, wenn
alle Antwortmengen gesucht werden, erfiillbare Probleme die sind, bei denen auch
die letzte Ebene des Suchbaums bearbeitet wird. Bei unerfiillbaren Problemen ge-
schieht dies nicht. Somit ist der Suchbaum bei erfiillbaren Problemen etwas tiefer
und es gibt im Durchschnitt etwas mehr choice points. Zu beachten ist hier noch,
dass im schwerem Bereich nur noch wenige erfiillbare Probleme vorhanden sind,
wodurch die Kurve fiir erfiillbare Probleme auf der Basis von wenigen Problemen
berechnet wurde und damit ungenauer ist.

Wie in Abbildung 6.27 zu sehen, liegt der Quotient vom choice point Durch-
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Abbildung 6.27: Quotient der choice points fiir unerfiillbare und erfiillbare Proble-
me fiir 2-LP bei 150 Atomen

schnitt fiir unerfiillbare Probleme, zu choice point fiir erfiillbare Probleme ((uner-
fiillbare Probleme)/(erfiillbare Probleme)), knapp unter eins. In der Anfangsphase
allerdings, bis R/A = 2, liegt die durchschnittliche Anzahl der choice points fiir un-
erfiillbare Probleme bei 0 und nihert sich dann den Werten fiir erfiillbare Probleme
an. Bei wenigen Regeln sind zwar nur wenige unerfiillbare Probleme vorhanden
(bei 10 Regeln 29 unerfiillbare Probleme), aber ihre Anzahl steigt schnell an. Bei
270 (R/A = 1.8) Regeln sind 711 unerfiillbare Probleme (= 71.1% aller Probleme)
vorhanden, die durchschnittliche Anzahl der choice points der unerfiillbare Proble-
me liegt aber immernoch bei 0. Bei erfiillbare Problemen in diesem Bereich gibt es
aber durchaus choice points (=wrong choices). Auch hier ist also der Sachverhalt
wie bei der Testreihe casesl.

In Abbildung 6.28 sind die Kurven fiir erfiillbare, unerfiillbare und aller Proble-
me bei 2-LP fiir den Faktor R/A = 5 dargestellt. Danach gleichen sich die Werte fiir
erfiillbare und unerfiillbare Probleme mit steigender Problemgréfie immer mehr an.
Der Quotient vom choice point Durchschnitt fiir unerfiillbare Probleme, zu choice
point fiir erfiillbare Probleme ((unerfiillbare Probleme)/(erfiillbare Probleme)) ni-
hert sich mit steigender Atom- oder Regelzahl der 1 an. Bei anderen R/A Faktoren
grofler 1 gleicht das Verhéltnis von unerfiillbaren zu erfiillbaren Problemen dem
hier angesprochenen Verhiltnis.

Da das Verhalten des Berechnungsaufwands von erfiillbaren und unerfiillbaren
Problemen bei der Suche nach einer oder aller Antwortmengen dhnlich ist und das
Verhalten bei unerfiillbare Problemen unabhéngig von der Anzahl der gesuchten
Antwortmengen ist, ist das Verhalten unabhingig davon, ob eine oder alle Ant-
wortmengen gesucht werden und ob die Probleme erfiillbar oder unerfiillbar sind,

71



6.2. FESTE KORPERLANGE K -LP

100000 T T
choice points alle Probleme —+—

choice points Probleme mit Antwortmenggn ---x---
choice points Probleme ohne Antwortmegpgén ------

10000 |

1000 |

100 |

choice points

0.1

0.01 I I I I
0 50 100 150 200 250

Atome A

Abbildung 6.28: Durchschnittliche choice points fiir erfiillbare, unerfiillbare und
aller Probleme fiir 2-LP bei dem Faktor R/A =5

immer dhnlich. Danach gelten alle Aussagen, die iiber das Berechnungsaufwands-
verhalten von k-LP getroffen wurden, sowohl fiir die Suche nach einer, wie nach
allen Antwortmengen.
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Anzahl der Antwortmengen
N
(4]
T
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Abbildung 6.29: Anzahl der Antwortmengen bei erfiillbaren Problemen fiir 2-LP
bei 150 Atomen

Die Abbildung 6.29 zeigt die durchschnittliche Anzahl der Antwortmengen fiir
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erfiillbare Probleme bei 150 Atomen und wurde aus der Testreihe casesAll entnom-
men. Die Testreihe casesAll entspricht der Testreihe cases, mit den Unterschieden,
dass bei ihr die Anzahl der Antwortmengen mit erhoben wurde, sie auf den Uni-
versititsrechnern lief und weniger Testpunkte berechnet wurden. Danach haben
erfiillbare Programme durchschnittlich rund 1 bis 1.5 Antwortmengen, also sehr
wenige im Verhéltnis zu der Anzahl von choice points. Eine Antwortmenge stellt
natiirlich bei erfiillbaren Problemen das Minimum an Antwortmengen dar.

Zu beachten ist, dass die Anzahl der choice points mindestens gleich der An-
zahl der Antwortmengen minus 1 sein muss (min(Anzahl choice points) = (Anzahl
Antwortmengen)— 1), da jeder choice point genau einen Ast zu dem Suchbaum hin-
zufiigt, der Suchbaum ohne choice points einen Ast hat und jede Antwortmenge ein
Blatt im Suchbaum ist.
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6.2.2.3 Verhalten bei verschiedenen & Werten fiir k-LP
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Abbildung 6.30: Durchschnittliche choice points fiir 1-LP

Abbildung 6.30 zeigt die durchschnittlichen choice points bei 1-LP. Auch hier
gibt es, wie bei 2-LP, ein leicht-schwer-leicht Muster, wobei das Maximum unge-
fahr bei dem R/A = 2 Faktor liegt. Allerdings ist kein exponentielles Wachstum zu
sehen. Die annidhernd linearen Hohenlinien auf dem Boden des Diagramms deu-
ten auf ein geringes Wachstum des Berechnungsaufwandes hin. Die Werte liegen
alle weit unter einem choice point, so dass Aussagen, wie fiir Abbildung 6.23,
schwierig sind. Im dargestellten Bereich sind die Probleme trivial. Beim Faktor
R/A = 1 wurde eine Testreihe bis zu 8000 Regeln bzw. Atomen durchgefiihrt, die
Anzahl der durchschnittlichen choice points blieb dabei ungefihr konstant und die
durchschnittliche Zeit nahm linear zu. Bei anderen R/A Faktoren war das Verhalten
dhnlich, auch wenn sie nicht so weit untersucht wurden, so dass auf ein zumindest
polynomielles Wachstum geschlossen werden kann. Dies ist auch das zu erwar-
tende Ergebnis, da 1-LP (wie 2-SAT) polynomiell 16sbar ist. Mit Gewissheit zu
sagen das 1-LP polynomiell mit der verwendeten Smodels-Version losbar ist, ist
aus den oben aufgefiihrten Griinden (vielleicht ist das exponentielles Wachstum in
dem untersuchtem Bereich noch zu gering) allerdings unméglich.

Abbildung 6.31 zeigt die durchschnittlichen choice points bei 3-LP. Wieder
ist ein diesmal stark ausgeprigtes leicht-schwer-leicht Muster zu erkennen, dessen
Maximum bei ungefdhr R/A = 8 liegt. Das Diagramm zeigt nur die Messwerte
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Abbildung 6.31: Durchschnittliche choice points fiir 3-LP

bis zu 450 Regeln, da danach der Berechnungsaufwand fiir weitere Berechnungen
zu grof} wird. Der Anstieg der durchschnittlichen choice points ist also um einiges
stirker als der Anstieg bei 2-LP.

Abbildung 6.32 beinhaltet die Kurven fiir die choice points bei 50 Atomen fiir
1-LP, 2-LP und 3-LP. Zu sehen ist, dass sich das Maximum nach rechts, in Bereiche
von hoheren R/A Faktoren, verschiebt. Weiterhin gibt es bei linearen Anstieg von k,
einen exponentiellen Anstieg der Werte fiir choice points, in den unterschiedlichen
Bereichen der Kurve, z.B. von Maximum zu Maximum.

Von den oben aufgefiihrten Unterschieden abgesehen, sind die Werte und Kur-
ven fiir die Testreihe cases sehr dhnlich zu denen von casesl.
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Abbildung 6.32: Durchschnittliche choice points fiir 1-LP, 2-LP und 3-LP bei 50
Atomen
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6.3 Gemischte Korperlinge

6.3.1 Berechnung einer Antwortmenge bei k-pLP

Die Testreihe casesMix wurde mithilfe von Smodels Version 2.28 und dem k-pLP
Programmgenerierungsmodell fiir gemischte Korperldnge aus Abschnitt 5.1.2 von
Seite 41 durchgefiihrt. Gesucht wurde jeweils eine Antwortmenge. Die Testreihe
lief auf den Universititsrechnern.

choice points Durchschnitt ——
1

choice points

200

Atome A

Abbildung 6.33: Durchschnittliche choice points bei durchschnittlich 3.8 Literalen

Abbildung 6.33 zeigt die durchschnittlichen choice points bei durchschnittlich
3.8 Literalen pro Regelkorper. Auch hier wiederholt sich das Muster der Testreihe
cases aus Abbildung 6.15 (Seite 59) und 6.31 (Seite 75). Die choice point Werte
sind geringer als beim 3-LP Modell, in dem durchschnittlich 3 Literale pro Re-
gelkorper vorkommen. Probleme mit gemischter Korperldnge sind leichter zu 16-
sen, als Probleme des k-LLP Modells mit vergleichbaren Werten fiir die Anzahl von
Atomen, Regeln und durchschnittlichen Literalen. In der Tat wiederholen sich die
Muster fiir choice points, wrong choices, Zeit und Wahrheitswertzuweisungen, von
cases] mit niedrigeren Werten, so dass die Ergebnisse fiir diese Parameter von ca-
ses, mit den Einschriankungen von casesl, auch fiir casesMix gelten.

Das Berechnungsaufwandswachstum ist bei casesMix geringer als bei casesl.
Der Grund dafiir ist mit dem Modell aus Abschnitt 4.1.1.3 auf Seite 31 gut zu
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erkldaren. Die Programme von casesMix sind eine Mischung aus Regeln mit un-
terschiedlicher Korperlidnge. Darin sind auch 0-LP Regeln, also Fakten, und 1-LP
Regeln enthalten. Fakten benotigen keine Voraussetzungen (Informationen) um In-
formationen zu liefern, sie sind wahr. Regeln mit Korperlidnge 1 (1-LP) konnen mit
wenig Aufwand weitere Informationen liefern. Im Gegensatz zu dem k-LP Modell
fiir feste Korperldnge, mit k groBer 1, konnen schon am Anfang mit wenig Auf-
wand Informationen gewonnen werden, welche die weitere Suche vereinfachen.
Das dennoch exponentielle Wachstum kommt wohl von dem Anteil der Regeln
mit Korperldange grofler 1, bei denen die zusétzlichen Informationen, die durch die
Fakten gewonnen wurden, nur zum Teil oder gar nicht weiter helfen.

Im Nachfolgenden werden nicht weiter die Ahnlichkeiten beleuchtet, sondern
neue Muster betrachtet. Fiir die Verifizierung der Ahnlichkeiten, sei auf die beilie-
gende DVD verwiesen.
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Abbildung 6.34: Anzahl der erfiillbaren Probleme mit durchschnittlich 3.8 Litera-
len

Abbildung 6.34 zeigt die Anzahl der erfiillbaren Probleme bei durchschnittlich
3.8 Korperliteralen. Hier tritt ein deutlicher Unterschied zu den Kurven (z.B. 6.14)
fiir k-LP (konstante Korperldnge) zu Tage. Es gibt nicht nur viele erfiillbare Pro-
bleme bei wenigen Regeln pro Atom, sondern auch bei vielen Regeln pro Atom.
Auch dies liegt am Anteil der Fakten. Fakten sind nicht widerlegbar. Wenn also ein
Programm entsprechende Fakten beinhaltet, um die potentiellen Widerspriiche zu
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vermeiden, ist es erfiillbar. Mit Zunahme der Regeln nimmt auch die Zahl der Fak-
ten zu. Damit ist ein groBerer Anteil der Probleme erfiillbar. Bei wenigen Regeln
pro Atom bewirkt die Zunahme der Regeln allerdings, wie bei cases, eine Abnah-
me der erfiillbaren Programme, da der Anteil der Fakten noch nicht ausreicht um
wesentlich mehr Programme erfiillbar zu machen.

Die Zunahme der Fakten bei vielen Regeln pro Atom ist auch ein Grund fiir den
in Abbildung 6.33 zu sehenden niedrigen Berechnungsaufwand in diesem Bereich.
Alles, was aus Fakten zu schlielen ist, benétigt nicht viel Berechnungsaufwand.

Auch hier sind, wie in cases, die Hohenlinien wieder anndhernd Geraden, die
in Richtung Ursprung verlaufen. Was fiir die Ahnlichkeit zu cases und der Skalie-
rungsformel R/A auch bei casesMix spricht.
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Abbildung 6.35: Durchschnittliche choice points bei unterschiedlichen durch-
schnittlichen Anzahlen von Korperliteralen und R/A = 5

Abbildung 6.35 zeigt bei dem Faktor R/A = 5 fiir die durchschnittlichen An-
zahlen von Korperliteralen von 3, 4, 4.2, 4.4 und 4.6 die durchschnittlichen choice
points. Bei allen Literalanzahlen gibt ein exponentielles Wachstum, auch wenn es
bei 3 relativ schwach ausfillt. Mit steigender Zahl der durchschnittlichen Literale,
wird der Anstieg der Wachstumskurven grofer.

Leider ist ein dreidimensionales Diagramm, das als zwei seiner Achsen Lite-
rale und choice points besitzt, wegen des starken Anstiegs der choice points mit
der durchschnittlichen Literalzahl, wenig hilfreich. Deshalb nédhere ich mich dem
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Problem von einer anderen Seite.

Regeln R

Abbildung 6.36: Anzahl der erfiillbaren Probleme bei unterschiedlichen durch-
schnittlichen Anzahl von Korperliteralen und A = 150

Die Abbildung 6.36 zeigt die Anzahl von erfiillbaren Problemen, zu Regeln-
und Korperliteralanzahlen bei 150 Atomen. Das Diagramm &hnelt dem aus Abbil-
dung 6.34 . Fiir das viel-wenig-viel Muster, wenn die Literalanzahl konstant ist,
ist die gleiche Erkldrung wie bei Abbildung 6.34 anzuwenden. Mit sinkender Li-
teralzahl nimmt der Anteil der erfiillbaren Probleme zu, da der Anteil der kurzen
Regeln und damit auch der Fakten zunimmt. Um so hoher die durchschnittliche
Literalzahl wird, um so mehr lange Regeln gibt es und um so seltener ist ein Pro-
gramm erfiillbar.

Im Zusammenhang mit der Abbildung 6.37 kann diese Kurve zum Einschitzen
des Verhaltens des Berechnungsaufwands bei unterschiedlichen durchschnittlichen
Anzahlen von Korperliteralen genutzt werden.

Das in Abbildung 6.37 zu sehende Verhalten ist charakteristisch fiir casesMix.
Es zeigt die durchschnittlichen choice points und erfiillbaren Probleme bei durch-
schnittlich 3 Korperliteralen und 150 Atomen. Das Maximum der choice points
liegt in der Nihe des Minimums der erfiillbaren Probleme. Da dieses Verhalten
in allen bei casesMix untersuchten Bereichen auftritt, ist das Maximum des Be-
rechnungsaufwands immer in der Nihe des Minimums der Anzahl der erfiillbaren
Probleme zu finden.
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Abbildung 6.37: Anzahl der erfiillbaren Probleme und durchschnittliche choice
points bei durchschnittlich 3 Literalen und A = 150

Zusammen mit der Kurve aus Abbildung 6.36 kann daher die Position des
Maximums des Berechnungsaufwands bei konstanter Atom- oder Regelanzahl bei
unterschiedlichen durchschnittlichen Anzahlen von Literalen abgeschétzt werden.
Die Skalierungsformel R/A auch auf Literale L bei casesMix zu erweitern, ist lei-
der nicht mehr so einfach und kann mit den mir zur Verfiigung stehenden Mitteln
nur ansatzweise bewerkstelligt werden. Thre Form miisste wohl R/(A * f(L)) ent-
sprechen, wobei f(L) etwas stirker wichst als L * log(L).

Abbildung 6.38 zeigt das Wachstum der durchschnittlichen choice points bei
150 Atomen und unterschiedlichen Anzahlen von Regeln. Die x-Achse steht hier-
bei fiir die durchschnittlichen Anzahlen von Korperliteralen. Wenn in Abbildung
6.36 statt der Anzahl der erfiillbaren Probleme die durchschnittlichen choice points
dargestellt wéren, wiren die Kurven aus Abbildung 6.38 durch Schnitte parallel zur
Literalachse entstanden. Zu sehen ist ein starkes Wachstum oberhalb von durch-
schnittlich einem choice point. Ob das Wachstum exponentiell ist, ist schwer zu
sagen, da die Kurven alle mit der Zeit in den leichten Bereich kommen. Um dies
festzustellen wire eine Skalierungsfunktion hilfreich. Allerdings kann aufgrund
des starken Wachstums ein exponentielles Wachstum mit Zunahme der Literale
angenommen werden.

Das Wachstum des Berechnungsaufwands ist mit Zunahme der durchschnittli-
chen Anzahl von Literalen wesentlich stirker, als bei der Zunahme der Regeln und
Atome bei konstanten R/A. Wenn also schwere Probleme bei gemischter Korper-
lange generiert werden sollen, ist eine Steigerung der durchschnittlichen Anzahl
von Literalen wohl der beste Weg dahin.

Da Programme des k-pLP Modells alle moglichen Korperlidngen beinhalten
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Abbildung 6.38: Durchschnittliche choice points bei unterschiedlichen vielen Re-
geln und A = 150

konnen, ist anzunehmen, dass die gefundenen Muster fiir alle Generierungspara-
meterbereiche bei k-pLP, nur in unterschiedlicher Ausprigung, zu finden sind. Dies
heit auch, dass das Wachstum bei konstanten R/A Faktor und unterschiedlichen
Regel-, Atom- oder Literalanzahlen, unabhingig von den anderen Generierungs-
parametern, immer exponentiell ist. Bei geringer Anzahl von Atomen, Regeln oder
durchschnittlicher Anzahl von Literalen ist es nur so gering, dass es nicht auffillt.
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6.3.2 Zusammenhingende Programme

Die Testreihe casesCon wurde mithilfe des ersten Modells (jedes Atom kommt
einmal im Korper vor) und casesConR mithilfe des zweiten Modells (jedes Atom
kommt einmal im Kopf vor) des Abschnitts 5.1.3 auf Seite 41 generiert. Der ver-
wendete Solver ist Smodels Version 2.28. Gesucht wurde jeweils eine Antwort-
menge. Gerechnet wurde auf den Universititsrechnern.

Die Generierungsmodelle der Testreihen sind dem Generierungsmodell der
Testreihe casesMix sehr dhnlich. Der Hauptunterschied ist, dass alle Atome iiber
Regeln miteinander verbunden sind. Alle Programme, die mithilfe der in casesCon
und casesConR benutzten Generierungsmodelle generiert werden konnen, kénnen
auch mit dem k-pLP Generierungsmodell, das in casesMix benutzt wird, generiert
werden, nicht aber umgekehrt. Bei casesCon und casesConR ist garantiert, dass
jedes Atom, eventuell iiber weitere Atome, mit jedem anderem Atom zusammen-
hingt. Zwei Atome hingen zusammen, wenn eines vom anderen abhéngt.

Leider ist mir bei der Erstellung der Generatoren ein Programmierfehler unter-
laufen, so dass ein Atom mehr als Kopf moglich war, als es iiberhaupt Atome im
Programm geben sollte. Dies sollte sich aber, bei der groen Anzahl von Atomen
mit denen Programme generiert wurden, nicht wesentlich auswirken.
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Abbildung 6.39: Durchschnittliche choice points und Erfiillbarkeit bei durch-
schnittlich 10 Korperliteralen fiir casesCon und casesConR

Auf Abbildung 6.39 zeigen die oberen Diagramme die durchschnittliche An-
zahl von choice points und die unteren die Anzahl der erfiillbaren Probleme. Die
Diagramme auf der linken Seite gehoren zu casesCon und die auf der rechten Seite
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zu casesConR. Alle Diagramme beziehen sich auf Probleme mit durchschnittlich
10 Literalen pro Korper. Das Erste, was auffillt ist, dass sowohl casesCon als auch
casesConR wesentlich einfacher sind als casesMix. Wihrend bei casesMix schon
ab durchschnittlich 5 Literalen pro Korper bei 150 Atomen eine Testreihe fiir ver-
schiedene Regelanzahlen sehr schwer auszufiihren ist, ist es bei casesCon und ca-
sesConR selbst bei durchschnittlich 10 Literalen kein gro3es Problem. Denn bei
allen drei Testreihen wichst das Berechnungsaufwandsmaximum, bei verschie-
denen durchschnittlichen Anzahlen von Literalen in dhnlichen untersuchten Be-
reichen (gleiche maximale Regel- und Atomanzahl), stark mit der durchschnittli-
chen Anzahl von Literalen. An sich hatten die gemachten Testreihen casesCon und
casesConR wohl zu kleine Werte als Obergrenze fiir die Atom-, die Regelanzahl
und die durchschnittliche Anzahl von Literalen. Gute Grenzen sind allerdings nur
schwer auszuloten, da durch das exponentielle Wachstum die Grenze zwischen den
zu leichten und den zu schweren Problemen schmal ist.

Weiterhin fillt auf, dass die Hohenlinie, bei den unteren Erfiillbarkeitsdiagram-
men zwar relativ gradenlinig sind, aber die Verlangerung der gradlinigen Abschnit-
te nicht mehr in der Néhe des Koordinatenursprungs verlduft. Die R/A Skalierungs-
formel hat bei casesCon und casesConR seine Aussagekraft verloren, da bei einem
konstanten R/A Faktor der Anteil der erfiillbaren Probleme nicht einmal mehr an-
nihernd konstant ist. Die Erfiillbarkeitskurven zeigen eine grabendhnliche Struk-
tur, die sich, im Gegensatz zum Verhalten der Erfiillbarkeit bei casesMix (siehe
Abbildung 6.34 Seite 78), nur allméhlich verbreitert.

Die oberen Diagramme fiir die durchschnittlichen choice points fallen aus dem
Bild, wie es sich bisher ergeben hat. Statt eines Hohenzuges der mit steigender
Atom- und Regelanzahl exponentiell wichst, sind hier Hohenziige zu sehen, die
mit steigender Anzahl von Regeln und Atomen kleiner werden, wobei bei ca-
sesConR noch hohere Werte als bei casesCon erreicht werden, casesConR also
schwieriger ist als casesCon. Der schwere Bereich liegt jeweils ungefdhr in dem
Bereich, in dem die Erfiillbarkeitskurve ihr Minimum hat.

Der Hauptunterschied zwischen casesMix (k-pLP) und casesCon sowie cases-
ConR ist, dass alle Atome in den Programmen immer zusammenhingen. Dadurch
ist es wahrscheinlicher, dass aus vorhandenen Informationen auf den Wert eines
weiteren Atoms geschlossen werden kann. Der Anteil der erfiillbaren Probleme
miisste sich also erhdhen. Weiterhin bewirkt ein hoherer Anteil von Fakten stirker
als bei casesMix, dass die Programme erfiillbar sind, da eher Regeln vorhanden
sind um sie zu nutzen, beziehungsweise in denen die dazugehorigen Atome im
Korper vorkommen. Dadurch diirften, im Gegensatz zu casesMix, Probleme hiufi-
ger erfiillbar sein und die Erfiillbarkeitskurve steigt mit Zunahme der Regel friiher
an.

Die Anzahl der Zusammenhinge und deren Komplexitit ist allerdings bei ca-
sesMix und casesCon sowie casesConR ungefihr gleich. Bei casesCon sowie ca-
sesConR wird nur dafiir gesorgt, dass ein Teil der Regeln einen baumartigen Zu-
sammenhang der Atome realisiert. Um bei den Abhéngigkeitsgraphen von cases-
Mix k-pLP Programmen einen Zusammenhang wie bei casesCon sowie casesConR
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zu realisieren, werden nur ein paar zusitzliche Verbindungen benétigt (maximal ei-
ne Verbindungen weniger als Atome vorhanden sind).

Die choice point Diagramme konnen so erklart werden, dass der rechte Teil,
bei mehr Regeln, der choice point Kurve bei casesMix sozusagen abgeschnitten
wird. So dass die coice point Kurven bei casesCon und casesConR nur eine Art
linken Teil der casesMix Kurve zeigen. Dieser Schnitt wird dadurch bewirkt, dass
sich die Informationen, durch den Zusammenhang der Atome, stirker auswirken
und sich die Zahl der choice points, gerade bei mehr Atomen und Regeln, stirker
verringert.

So wie der Zusammenhang der Atome in den Programmen bei casesCon und
casesConR realisiert wird, werden die Programme, durch die zusétzliche Informa-
tion die er liefert, also eher leichter 10sbar als bei casesMix. Auch bei casesMix
diirften allerdings die Atome in den meisten Programmen zusammenhéngen, dabei
héngen alle Atome um so eher zusammen, um so mehr Regeln im Verhiltnis zu den
Atomen ein Programm hat. Ein Generierungsmodell, das den Zusammenhang der
Atome auf andere Weise bewerkstelligt, konnte die Programme auch im Verhéltnis
zu casesMix schwieriger machen.

Das Verhalten der Berechnungsaufwandskurven bei casesCon und casesConR
erschwert natiirlich das Finden von schweren Bereichen.
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Abbildung 6.40: Durchschnittliche choice points und Erfiillbarkeit bei casesCon
fiir 50 und 300 Atome

Die in Abbildung 6.40 gezeigten Diagramme gehoren zur Testreihe casesCon.
Sie sind vertikal genauso wie in Abbildung 6.39 geordnet, allerdings befinden sich
jetzt links die Diagramme fiir 50 Atome und rechts die fiir 300 Atome.
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In den beiden oberen choice point Diagrammen ist wieder der mit der Lite-
ralanzahl wachsende Hohenzug zu sehen. Wobei er links bei 50 Atomen noch
wesentlich hoher und ausgeprigter ist, als rechts bei 300 Atomen. Fiir ein besse-
res Verstindnis der Zusammenhénge, miissen wohl die durchschnittlichen choice
points zusammen mit der Atom-, der Regelanzahl und der durchschnittlichen An-
zahl von Literalen gesehen werden, was allerdings schwierig ist. Die Hohenlinien
in einer solchen Darstellung sind wahrscheinlich kegelartige Gebilde, die in Rich-
tung der Literaleachse offen sind.

Die unteren Erfiillbarkeitsdiagramme zeigen wieder grabenartige Strukturen,
die, von Anfangswerten bei wenigen Literalen abgesehen, fast parallel zur Lite-
ralachse verlaufen. Es ist einsichtig, dass bei sehr wenigen Literalen mehr Pro-
gramme erfiillbar sind, da bei ihnen auch ein sehr hoher Faktenanteil existiert. Die
Tiefe der Grében ist ungefihr gleich. Der Graben fiir 300 Atome ist weniger aus-
gepragt und nach rechts, in den Bereich von mehr Regeln, verschoben.

Desweiteren ist beim Diagramm fiir 300 Atome, beim Graben ein Seitenarm
zwischen 2 bis 4 Literalen zu sehen, der sich in Richtung der Regelachse allmih-
lich abflacht. Ein entsprechender Seitenhohenzug ist dariiber im zugehdorigen choi-
ce point Diagramm fiir 300 Atome zu sehen. Die Erfiillbarkeit ist also mit dem
Berechnungsaufwand gekoppelt, da bei beiden Atomanzahlen die Probleme um so
schwieriger sind, um so geringer der Anteil der erfiillbaren Probleme ist.
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Abbildung 6.41: Durchschnittliche choice points und Erfiillbarkeit bei casesConR
fiir 50 und 300 Atome

Die Aufteilung in Abbildung 6.41 entspricht der aus Abbildung 6.40, links be-
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finden sich die Diagramme fiir 50 Atome und rechts die fiir 300 Atome. In beiden
Abbildungen wurde die linke Seite jeweils so gewihlt, dass es beim Berechnungs-
aufwand einen deutlichen Ausschlag gibt. Bei casesConR sind die Maximalaus-
schldge des Berechnungsaufwands hoher als bei casesCon. Dies konnte daran lie-
gen, dass bei casesCon, im Gegensatz zu casesConR, Atome auch in keinem Kopf
vorkommen konnen, wodurch sie von vornherein mit Falsch belegt werden. Da-
durch werden schon am Anfang zusétzliche Informationen bereitgestellt und die
Suche wird einfacher.
Ansonsten dhnelt das Verhalten von casesConR sehr dem von casesCon.
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6.4 Hamiltonsche Zyklen

Bei der Testreihe graphl, wurden die Programme gemil3 Abschnitt 5.2 auf Seite
42 generiert. Hier wurde also nach Hamiltonschen Zyklen in Graphen gesucht.
Gerechnet wurde auf Universititsrechnern und gesucht wurde eine Antwortmenge.

Bei den nachfolgenden dreidimensionalen Diagrammen, die eine Kurvenfliche
enthalten, gibt es am oberen linken Rand, in dem Bereich mit wenigen Knoten
aber mehr Kanten, auch eine Fliche, obwohl dort keine Daten vorhanden sind.
Bei N Knoten (nodes) ist die maximale Anzahl der Kanten E (edges) gleich E =
N2, also alle moglichen Paare von Knoten. Diese Unstimmigkeit wird von mir in
Kauf genommen, da Kurvenflichen anschaulicher sind und Gnuplot sie dann so
generiert.
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Abbildung 6.42: Durchschnittliche choice points bei graph1

Der Hohenzug aus Abbildung 6.42 fiir die durchschnittlichen choice points,
weist Ahnlichkeiten mit den bisher behandelten Hohenziigen fiir die choice points
von cases und casesMix auf, nur zeigt diesmal die x-Achse die Anzahl der Knoten
und die y-Achse die Anzahl der Kanten. Auch zeigt der Hohenzug mehr Uneben-
heiten auf, als die vorangegangenen.

Die Abbildung 6.43 zeigt fiir die unterschiedlichen Testpunkte, die Anzahl der
Probleme die erfiillbar waren, beziehungsweise die Anzahl der Graphen die min-
destens einen Hamiltonschen Zyklus besalen. Wie zu erwarten, steigt die Wahr-
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Abbildung 6.43: Erfiillbare Probleme bei graphl

scheinlichkeit, dass Graphen einen Hamiltonschen Zyklus haben, ab einen be-
stimmten Kanten/Knoten (E/N) Verhiltnis plotzlich stark an, es gibt also einen
Phaseniibergang. Allerdings sind die Hohenlinien nahezu gradlinig, was auf eine
Skalierungsformel ungleich WEgN schliefen lédsst, wie sie in Abschnitt 3.1 Seite
16 beschrieben ist. Aus den erhobenen Daten kann geschlossen werden, dass die
Skalierungsformel irgendwo zwischen WEgN und % liegt. Fiir die Formeln bewegt
sich die 50 Prozent Marke der Erfiillbarkeit in unterschiedliche Richtungen, wenn
die Knotenzahl erhoht wird. Der Grund dafiir ist die Generierungsart der Graphen,
denn die ﬁg}\, Skalierungsformel gilt fiir ungerichtete Graphen, hier werden aber
gerichtete Graphen verwendet.

Abbildung 6.44 zeigt die verschiedenen Parameter der Programme. All diese
Parameter zeigten innerhalb der Testpunkte nur wenig Varianzen, was an der Art
der Kodierung liegt.

Links oben ist die durchschnittliche Anzahl der Atome der Programme aufge-
fiihrt. Zu sehen ist, dass sie linear mit der Anzahl der Kanten und Knoten wéchst.
Ein @hnliches Bild ergibt sich fiir die Anzahl der Regeln im Diagramm links unten,
nur ist deren Wachstum etwas hoher. Daraus resultiert die Kurve rechts unten fiir
der R/A Faktoren. Ihr Verhalten ist nicht linear.

Da die Programme nicht nur normale Regeln enthalten, ist die durchschnittli-
che Anzahl von Korperliteralen nicht (ohne weiteres) messbar. Um dennoch einen
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Abbildung 6.44: Durchschnittliche Atome A, Anzahl von Literalen L pro Regel-
korper, Regeln R und dem Verhéltniss von R/A bei graphl

aussagekriftigen Wert zu erhalten, wurden nur die Korperliterale der normalen Re-
geln gezdhlt und deren Gesammtanzahl durch die Anzahl der normalen Regeln ge-
teilt. Das Wachstum der durchschnittlichen Anzahl von Korperliteralen pro Regel-
korper im Diagramm rechts oben, ist auch nicht linear. Sie wéchst mit der Anzahl
der Kanten, aber sinkt schwach mit der Anzahl der Knoten. Die linearen Hohenli-
nien, die in Richtung Koordinatenursprung verlaufen, lassen auf eine Skallierungs-
formel E/N = Kanten/Knoten schlielen.

Aufgrund der Verdnderung der durchschnittlichen Anzahl von Literalen, ldsst
sich die Testreihe graphl nur schwer mit den zuvor beschriebenen Testreihen, z.B.
casesMix, vergleichen.

Wenn die Werte fiir die durchschnittliche Anzahl von Literalen und R/A von
graphl auf casesMix bezogen werden, befinden sie sich im leichten Bereich, denn
beide Parameter nehmen nur geringe Werte an.

In Abbildung 6.45 sind einige choice point Kurven und die Kurve der erfiillba-
ren Probleme fiir Graphen mit 20 Knoten gegeniiber gestellt.

Das Diagramm oben links zeigt die durchschnittlichen choice points und die
Anzahl der erfiillbaren Probleme. Die Achse fiir die Erfiillbarkeit ist links, die Ach-
se fiir die choice points rechts, diese ist auch logarithmisch unterteilt. Wzhrend der
Phaseniibergang bei der Erfiillbarkeit ungefidhr zwischen 50 und 100 Kanten liegt,
liegt das Maximum der choice points ungefdahr bei 180 Kanten. Das Wachstum

90



6.4. HAMILTONSCHE ZYKLEN

1000 1e+07 18

T T
choice poirt Median —+—

+ 1e+08 16 R B

X
«.'/ \\ /
; B - 100000 al
-{ 10000
12

i -+ 1000
4 L E 1o
x -+ 100
» S
RV VIV, . &r

1 Il ]

4 o1 *r 1

4 0.0t 2 &
T

L L L L
200 250 300 350 40

t t t t
Probleme mit Antwortmengen —+—
cholce points -

Anzahl Probleme
choice points
cholce points

0.001 0
0

L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

0
Kanten E Kanten E
1e+10 : - T T T ; T 1e+16 T T T
maximal choice points —+— N choice point Varianz —+—
/

1e+09 - 1 te+14 // \ R

1e+08 - /\Y 8 te+12 |- / \\ 4

1407 |- \ B 1e+10 - /*/ \ 1
g fes6 [ \ 1oy tesms L -+
E £
g &
o 100000 | \ 4 & 1e+06 - 4
2 2
5 5

10000 - M\\t M 8 10000 - ‘\f/\ ]
1000 \\/ \ g 100 \/\\A(\ A
100 - . \/\4\/\/\_‘\‘_; 1k i

L L L L i L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Kanten E Karten E

Abbildung 6.45: Durchschnittliche, median, maximale choice points und choice
point Varianz bei graphl

der choice point Kurve beginnt mit dem Phaseniibergang der Erfiillbarkeitskurve.
Nachdem die choice point Kurve das Maximum durchlaufen hat, sinkt sie relativ
schnell von einem Wert von rund 10°, auf einen Wert knapp iiber 10 durchschnitt-
liche choice points.

Das Diagramm rechts oben zeigt den Median der choice points. Zu beachten
ist, dass dies das Einzige der vier Diagramme aus 6.45 ist, bei dem die choice point
Skala nicht logarithmisch unterteilt ist. Nach einem relativ starken Wachstum der
Kurve, in der Nidhe des Phaseniibergangs der Erfiillbarkeit, bei rund 60 bis 150
Kanten, geht die Kurve in einen langsameren Anstieg iiber, der relativ linear ist.
Dabei erreicht sie am Ende gerade mal 18 choice points. Ab ungefihr 250 Kanten
sind die Werte fiir die durchschnittlichen und die median choice points ungefihr
gleich. Davor fehlt der median choice point Kurve aber vollig eine schwere Phase,
beziehungsweise ein lokales Maximum.

Der Ursprung des Maximums der Kurve fiir durchschnittliche choice points,
wird bei der Betrachtung der Kurve links unten fiir die maximalen choice points
ersichtlich. Sie zeigt anndhernd den Kurvenverlauf der durchschnittlichen choice
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points. Das Maximum der Kurve fiir die maximalen choice points liegt ungefihr bei
107, also rund um den Faktor 1000 hoher, als das Maximum der durchschnittlichen
choice points. Bei 1000 generierten Problemen fiir einen Testpunkt, ergeben sich
die durchschnittlichen choice points im schweren Bereich fast ausschlielich aus
einigen wenigen sehr schweren Problemen.

Diese Tatsache wird auch von der, im Diagramm rechts unten dargestellten,
choice point Varianz bestitigt, die innerhalb des schweren Bereiches sehr hoch ist.

Ob der Median der choice points, bei Problemen aus der Testreihe graphl,
auch ein anderes Verhalten zeigen kann, diirfte schwer zu ermitteln sein, da bei
mehr Knoten der schwere Bereich so gut wie nicht mehr zugéinglich ist.

Das gezeigte Verhalten der choice points lidsst darauf schlielen, dass die choice
point Verteilung, innerhalb eines Testpunktes im schweren Bereich, sehr asymme-
trisch ist. Es gibt wahrscheinlich viele Probleme mit relativ wenigen choice points,
so dass dort ein starkes Maximum oder eine starke Ansammlung auftritt. Dann gibt
es noch einige wenige Probleme mit sehr vielen choice points, die den Durchschnitt
der choice points dominieren.

1e+10 T T T T T, —T T
choice points alle Probleme —+—
ehoice points Probleme mit Antwortmengen ---x--- |
*choice points Probleme ohne Antwortmengen ------
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Abbildung 6.46: Durchschnittliche choice points bei erfiillbaren, unerfiillbaren und
allen Graphen

Woher die sehr schweren Probleme kommen, wird aus Abbildung 6.46 ersicht-

lich. In ihr sind die durchschnittlichen choice points fiir die erfiillbaren, die un-
erfiillbaren und alle Probleme dargestellt. Die Kurve fiir die erfiillbaren Probleme
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fangt erst bei rund 50 Kanten an und die der unerfiillbaren hort bei rund 180 Kanten
auf, da auBBerhalb dieser Bereiche keine erfiillbaren beziehungsweise unerfiillbaren
Probleme vorhanden waren. Deutlich zu sehen ist, dass im schweren Bereich die
Kurve der erfiillbaren Probleme deutlich unter der von den unerfiillbaren liegt. Die
durchschnittlichen choice points werden also von den wenigen unerfiillbaren Pro-
blemen dominiert. Mit steigender Kantenanzahl wird es demnach immer schwerer
zu beweisen, dass ein Graph keinen Hamiltonschen Zyklus besitzt. Im schweren
Bereich hat auch die Kurve der erfiillbaren Probleme einen Ausschlag nach oben,
nur ist dieser deutlich schwicher, als der Ausschlag bei den unerfiillbaren Proble-
men. Die Kurve der unerfiillbaren Probleme hat einen sehr starken Anstieg, der
nur abbricht, weil fiir die Testpunkte keine unerfiillbaren Probleme mehr vorhan-
den waren. Interessant wére noch herauszufinden, wie sich diese Kurve fortsetzt,
indem fiir die Testpunkte mehr Probleme generiert werden. Auch das Maximum
der durchschnittlichen choice points aller Probleme konnte dadurch weiter nach
rechts, in den Bereich von mehr Kanten, verschoben werden.

Insgesamt zeigt das Verhalten der Testreihe graphl deutliche Unterschiede zu dem
Verhalten von den anderen hier untersuchten Testreihen fiir zuféllig generierte Pro-
gramme. Es gibt aber auch viele Parallelen, wie z.B. das leicht-schwer-leicht Mus-
ter beim Berechnungsaufwand oder die starke Veridnderung des Anteils der erfiill-
baren Probleme in einem Bereich (bei graphl beim Phaseniibergang).

6.5 Vergleich von verschiedenen Solvern

Im nachfolgenden wird der Nomore++ und der Smodels-Solver verglichen. Beim
Vergleich von unterschiedlichen Solvern ist dabei Folgendes zu beachten.

Die Hohe der Kurvenwerte ist aussagekriftig iiber den tatsichlichen benotig-
ten Aufwand an choices oder Zeit der Solver, sie kann aber keine Aussagen iiber
die Giite der zugrunde liegenden Ideen treffen. Da gute Ideen bei einem Solver in
einer schlechten Implementation umgesetzt worden sein konnen und andersherum.
Der hier verwendete Nomore++ Solver verfolgt beispielsweise einen relativ neuen
Ansatz, bei der verwendeten Version handelt es sich wohl um eine der ersten iiber-
haupt lauffahigen. Dem gegeniiber ist die verwendete Smodels-Version schon we-
sentlich ausgereifter. Es ist sehr wahrscheinlich, dass Nomore++ allein durch ein
paar Implementationséinderungen verbessert werden kann, ohne dabei die grundle-
gende Arbeitsweise zu dndern.

Deshalb konnen wohl allein mit den choices oder den Zeiten, die ein Solver fiir
ein Beispiel oder auch einen Testpunkt benétigt, keine wirklichen Aussagen dar-
iber getroffen werden, wie gut der verwendete Ansatz ist. Denn schlechtere Zeiten
konnen allein durch eine langsamere Implementierung entstehen und mit choices
allein kann noch keine Aussage iiber die benotigte Berechnungszeit getroffen wer-
den.

Der Anstieg einer geeigneten Kurve (z.B. bei konstanten R/A Faktor) ist eher
ein Indiz fiir die Giite der zugrunde liegenden Ideen bei einem Solver, da er eher
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das Wachstum des Berechnungsaufwands darstellt. Mit ihm lassen sich auch Ab-
schitzungen fiir Beispiele mit anderen Parametern machen.

Da der Nomore++ und der Smodels-Solver dhnliche Ansitze verfolgen, sollte
das Berechnungsaufwandsverhalten beider dhnlich sein.

6.5.1 Vergleich von Smodels und Nomore++

Die Testreihe casesN entspricht der Testreihe cases (k-LP) aus dem Abschnitt 6.2.2
Seite 58 mit dem Unterschied, dass als ASP-Solver Nomore++ Version 0.4.10 ver-
wendet wurde. Gerechnet wurde auf meinen Heimrechner und gesucht wurden alle
Antwortmengen. Wegen der groBen Ahnlichkeit des Verhaltens der Testreihen ca-
ses und casesN, wird casesN hier im Vergleich zu cases betrachtet.

Da sowohl die Suche von Smodels als auch Nomore++ vollstidndig sind, sind
die Kurven der Testreihen fiir die Anzahl der erfiillbaren und damit auch unerfiill-
baren Probleme, von statistischen Ungenauigkeiten abgesehen, gleich.

Im Allgemeinen dhnelt sich das Verhalten der Kurven fiir cases und casesN
sehr, weshalb hier vor allem die Unterschiede betrachtet werden.

25

T
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smodels mit Antwortmenge -------
smodels ohne Antwortmenge

nomore++
nomore++ mit Antwortmenge --—--
20 | i nomore++ ohne Antwortmenge -------
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Abbildung 6.47: Durchschnittliche choice points bei erfiillbaren, unerfiillbaren und
allen Problemen fiir cases und casesN bei 50 Atomen

Abbildung 6.47 zeigt die durchschnittlichen choice points der erfiillbaren, un-
erfiillbaren und aller Probleme fiir die Testreihe cases mit Smodels und casesN mit
Nomore++ bei 2-LP und 50 Atomen. Der Verlauf der Kurven ist unabhingig vom
verwendeten Solver, nur die Hohe der konkreten Werte unterscheidet sich. So ist

als fiir Smodels.

die Anzahl der durchschnittlichen choice points fiir Nomore++ durchweg hoher

Abbildung 6.48 zeigt das Wachstum der durchschnittlichen choice points bei
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Abbildung 6.48: Durchschnittliche choice points fiir cases und casesN bei R/A = 4

2-LP fiir den Faktor R/A = 4 . Die Kurven fiir Smodels und Nomore++ sind
vom Verlauf her sehr dhnlich. Die Werte der Nomore++ Kurve sind aber iiberall
wesentlich hoher, als die Werte der Smodels Kurve.

Leider sind die Werte von Nomore++ schon sehr frith so hoch, dass eine wei-
tere Berechnung des Kurvenverlaufs zu aufwindig war und abgebrochen werden
musste. Deshalb sind keine sicheren Aussagen iiber die stabile Phase moglich.

Es sieht aber so aus, als ob die Kurve von Nomore++ bei hoheren Werten, in
der stabilen Phase, anndhernd parallel zu der von Smodels verlduft. Zu beachten
ist, dass in einer exponentiellen Darstellung ein konstanter Abstand bedeutet, dass
der Quotient der Werte ein konstanter Faktor ist. Dieser Faktor ist hier rund 10,
dass heifit Nomore++ braucht durchschnittlich fiir Probleme ungefihr 10 mal mehr
choice points als Smodels.

Weitergehende Untersuchungen wiren auf jeden Fall interessant.

Abbildung 6.49 zeigt die durchschnittliche Zeit bei den Testreihen cases und
casesN fiir 2-LP beim Faktor R/A = 4 . Hier schneidet Nomore++ noch schlechter
als bei den choice points ab. Nur bei sehr kleinen Werten liegt Nomore++ kurzzei-
tig vorn. Die Endwerte der Nomore++ Kurve liegen bei rund 140 Sekunden, was
bei 1000 Problemen pro Testpunkt rund 39 Stunden Laufzeit fiir den Testpunkt
bedeutet.

Allerdings beschreibt die Kurve von Smodels einen nach oben offenen und die
von Nomore++ einen nach unten offenen Bogen. Beide Kurven enden ungefihr
parallel, also mit dhnlichem exponentiellem Wachstum (bei der Approximation
2**a+b wire der Faktor a fiir beide dhnlich). Es ist also durchaus moglich, dass
sich Nomore++ beim Wachstum gegeniiber Smodels noch verbessert. Wenn das
Wachstum bei Nomore++ irgendwann geringer als bei Smodels wird, werden die
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Abbildung 6.49: Durchschnittliche Zeit fiir cases und casesN bei R/A = 4

Werte bei Nomore++ auch irgendwann kleiner, als die von Smodels sein. Da es
sich bei den Problemen um noch relativ kleine Probleme, im Sekunden- bis Minu-
tenbereich der Berechnungszeit handelt, ist es durchaus moglich, dass Nomore++
bei Problemen im Stundenbereich gegeniiber Smodels nicht mehr ganz so schlecht
abschneidet.
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Abbildung 6.50: Durchschnittlicher choice points Zeit Quotient fiir cases und ca-
sesN bei R/A =4
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Das unterschiedliche Verhiltnis von Zeit zu choice points wird auch aus Ab-
bildung 6.50 ersichtlich. Sie zeigt den choice point (/) Zeit Quotient fiir cases und
casesN bei 2-LP und dem Faktor R/A = 4 . Die Nomore++ Kurve scheint eine
kleinere Version der Smodels Kurve zu sein. Dies erklért, dass sich die durch-
schnittliche Zeit bei Nomore++ noch schlechter verhilt, als die durchschnittlichen
choice points, da bei Nomore++ auf einen choice point durchschnittlich viel mehr
Zeit kommt.

Es ist also sinnvoll, die Zeit und die choice points fiir einen Solver zueinander
in Beziehung zu bringen. Denn die choice points allein helfen bei der Frage, wie
lange die Losung eines Problems dauert, nicht weiter. Aulerdem konnen so weitere
Zusammenhinge erkannt und fiir die Verbesserung der Solver genutzt werden.

Die dargestellten Zusammenhinge zeigen, dass es durchaus Unterschiede zwi-
schen den Solvern beim Wachstum des Berechnungsaufwands gibt, die aus dem
leicht-schwer-leicht Muster nicht ersichtlich werden.
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Kapitel 7

Abschluss

In der vorliegenden Arbeit wurde das Berechnungsaufwands- und Erfiillbarkeits-
verhalten von Antwortmengensolvern untersucht.

Dabei sind die verschiedenen Problemstellungen bei der Untersuchung von
Suchstrategien und Suchstrategieimplementationen zu beriicksichtigen. Theoreti-
sche Untersuchungen konnen nur auf einfachen Annahmen beruhen, da sie sonst
viel zu komplex werden, um noch handhabbar, verstindlich und aussagekriftig zu
sein. Praktische Untersuchungen sind dagegen immer auf einige Problembereiche
beschrénkt, so dass die Aussagekraft dieser im Hinblick auf das allgemeine Ver-
halten ungewiss ist.

Ich habe mich aus beiden Richtungen der Problemstellung genéhert und da-
bei auch neue Herangehensweisen entwickelt. Einige dieser neuen Herangehens-
weisen haben auch durchaus neue Aspekte aufgezeigt, z.B. die Untersuchung des
Berechnungsaufwands bei einem konstanten Wert fiir die problemspezifische Ska-
lierungsformel.

7.1 Zusammenfassung

Zunichst wurde im Kapitel 2 eine Einfithrung in das Gebiet der Antwortmengen-
programmierung gegeben. Bei den dort vorgestellten Definitionen von Operato-
ren und Suchschematas, wurden schon erste Uberlegungen beziiglich des Berech-
nungsaufwands angestellt.

In Kapitel 3 wurden einige zum Thema relevanten Arbeiten zusammengefasst. Die
vorgestellten Arbeiten iiber Graphen- und SAT-Probleme zeigten @hnliche Mus-
ter dahingehend, dass es bei den untersuchten Problemen einen Phaseniibergang
bei der Erfiillbarkeit gibt, zwischen der Phase, in der die meisten Probleminstan-
zen erfiillbar sind, und der Phase, in der die meisten Probleminstanzen unerfiillbar
sind. Zu den dhnlichen Mustern gehort auch, dass es beim Berechnungsaufwand
ein leicht-schwer-leicht Muster gibt und in der Nihe des Phaseniibergangs bei der
Erfiillbarkeit der schwere Bereich zu finden ist.
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Weiterhin wurden auch Arbeiten tiber den Berechnungsaufwand bei der Ant-
wortmengenprogrammierung betrachtet. Sie unterschieden sich von den Graphen-
und SAT-Untersuchungen dahingehend, dass kein Phaseniibergang mehr vorhan-
den ist, da es nur eine Phase von groftenteils unerfiillbaren Problemen gibt. Das
leicht-schwer-leicht Muster ist aber auch bei ihnen zu finden.

In Kapitel 4 wurden einfache theoretische Modelle vorgestellt, um damit die Er-
klarung des Verhaltens bei den Testreihen zu erleichtern.

Danach spielen die Informationen, wie Vorwissen, abgeleitetes Wissen oder
Problemwissen, die zur Losung eines Problems zur Verfiigung stehen, eine zen-
trale Rolle. Einerseits konnen mehr Informationen den Suchvorgang vereinfachen,
andererseits wird, um mehr Informationen zu beriicksichtigen und zu finden, mehr
Zeit bendtigt. Daher ist es wahrscheinlich nicht moglich einen Antwortmengensol-
ver zu bauen, der in allen Problemklassen der Beste ist, da fiir verschiedene Pro-
blemklassen verschiedene Arten von Informationen unterschiedlich niitzlich sind.
Es ist daher vorteilhaft, sich bei der Wahl des Solvers an der Problemklasse zu
orientieren und bei speziellen Problemen auch spezielle Suchalgorithmen zu ver-
wenden.

In Kapitel 6 beinhaltet die Ergebnisse der gemachten statistischen Untersuchungen.
Die dafiir bendtigten Generierungsmodelle sind in Kapitel 5 zusammengefasst.

Bei allen untersuchten Testreihen gibt es wiederkehrende Muster, in fast allen
Bereichen. Allerdings treten diese Muster erst bei groBeren Werten, beziehungs-
weise Problemen, auf, bei kleineren Werten gehen sie oft im statistischen Rauschen
unter.

Eines dieser Muster ist, dass es Skalierungsformeln gibt, z.B. R/A, beziiglich
derer das Wachstumsverhalten der Kurven dhnlich ist. Diese Skalierungsformeln
konnen fiir die Bestimmung des Berechnungsaufwandswachstums genutzt werden.
Wenn der Wert der Skalierungsformel (der Faktor) konstant gehalten wird, zeigte
sich meist ein monotones Wachstum. Bei den Testreihen mit fester Korperldnge
(k-LP) und gemischter Korperldange (k-pLP) ist die Skalierungsformeln R/A, da-
bei zeigt sich, bei konstanter Anzahl von Literalen und bei kK — LP fiir k > 1 und
einem konstantem Wert groBer 1 fiir die Skalierungsformel (R/A > 1), ein dhnli-
ches, annidhernd exponentielles Wachstumsverhalten. Das exponentielle Wachstum
erschwert allerdings eine genaue Untersuchung, da es dadurch sehr schnell zu auf-
windig wird weitere Testpunkte zu generieren und es nur schmale aussagekriftige
Bereiche gibt, die nicht immer leicht zu finden sind. Um verldssliche Aussagen
zu treffen, ist es zwingend notwendig die Programme so zu generieren, dass das
Wachstum, wenn vorhanden, von der exponentiellen Komponente dominiert wird
und nicht von linearen oder polynomiellen Komponenten.

Die statistischen Nennwerte fiir die choice points, die wrong choices, die Wahr-
heitswertzuweisungen und der Zeit zeigen alle ein dhnliches Wachstumsverhalten,
auch wenn sich das konkrete Wachstum unterscheidet. Dieser Unterschied verén-
dert sich im allgemeinen geringer als die konkreten Werte. Danach ist es nicht mehr
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so wichtig, welcher Parameter als Indikator fiir das Berechnungsaufwandswachs-
tum genommen wird. Das Verhalten des Unterschieds (z.B. des choice point (/)
Zeit Quotients) kann allerdings dennoch fiir die Untersuchung des Solvers niitzlich
sein, z.B. beim Unterschied von choice point Wachstum zum Zeitwachstum.

Wenn es um den Vergleich des konkreten Berechnungsaufwands geht, ist es
unerlésslich auch die Zeit zu untersuchen. Dies kann auch geschehen, indem sie zu
anderen Parametern, z.B. choice points, in Relation gesetzt wird. Wie der gemachte
Vergleich zwischen Nomore++ und Smodels zeigt, konnen sich beispielsweise die
durchschnittlichen choice points um einen deutlichen anderen Faktor unterschei-
den als die durchschnittlichen Zeiten. Das choice point zu Zeit Verhéltnis héangt
sogar nicht nur von den Solvern ab, sondern variiert auch bei Programmen mit
unterschiedlichen Parametern fiir einen Solver.

Weiterhin wird durch kleinere Unterschiede bei den Modellen zur Generie-
rung der Programme das Ergebnis nicht sehr beeinflusst. Bei Untersuchungen ist
es demnach durchaus zulidssig, Modelle zur Generierung zu wihlen, mit denen sich
mit weniger Aufwand Programme generieren lassen.

Die groBen Ahnlichkeiten bei verschiedenen Generierungsmodellen, Berech-
nungsaufwandsparametern und Solvern erdffnet eine Moglichkeit unterschiedliche
Solver auf allgemeinerer Basis zu vergleichen. Dafiir konnte beispielsweise beim
2-LP Generierungsmodell die choice point Kurven und Zeitkurven der Solver, fiir
den konstanten Faktor R/A = 4, verglichen werden.

Die gemachten Untersuchungen deuten darauf hin, dass es ein paar allgemei-
ne Parameter bei der Entwicklung von Programmen gibt, mit denen ein geringeres
Wachstum des Berechnungsaufwands begiinstigt werden kann. Es sollte demnach
besser sein Programme so zu schreiben, dass die Kérper moglichst kurz sind, mog-
lichst wenig oder sehr viele Regeln auf ein Atom kommen und die Atom- und
Regelanzahl im allgemeinen moglichst klein ist.

Ein Problem bei der Erzeugung von Testreihen ist, dass sie mit wenigen gene-
rierten Daten oder bei leichten Problemen (im leichten Bereich) leicht zu erheben
sind, aber dafiir auch ungenaue Ergebnisse (Rauschen stéirker, weniger Daten) er-
zeugt werden. Auf der anderen Seite ist es auch schwerer (zeitaufwéndiger) die
Daten zu erheben, wenn mehr generierte Daten erzeugt werden oder die Probleme
schwerer sind, dafiir sind die Ergebnisse aber auch besser.

Dieser Sachverhalt erklart auch zum Teil die falschen Schlussfolgerungen, die
in fritheren Untersuchungen ([29], [21], [24], [6], [25] und [5]) iiber den Berech-
nungsaufwand bei SAT und ASP gemacht wurden. Aus den untersuchten Berei-
chen konnte nicht ersehen werden, dass auch im leichten Bereichen oder bei ge-
mischter Korperldnge schwere Probleme generiert werden konnen und das Wachs-
tum auch dort annéhernd exponentiell ist, daher wurde félschlicherweise angenom-
men, dass dies nicht der Fall ist.

Mit den hier aufgezeigten Methoden, z.B. der Untersuchung des Berechnungs-
aufwands bei einem konstanten Wert fiir die problemspezifische Skalierungsformel
oder Erzeugung von Testreihen fiir dreidimensionale Diagramme, sollten aber sol-
che Fehler besser vermieden werden kdnnen.
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7.2 Ausblick

Die Leistung von Antwortmengen- und auch SAT-Solvern konnte dadurch gestei-
gert werden, dass der Berechnungsaufwand der eingesetzten Heuristiken, Inferenz-
und lookahead-Operatoren so angepasst wird, dass sie rund eine Grofenordnung
weniger Zeit benotigen, als der restliche Algorithmus.

Interessant wire auch ein Vergleich mehrerer Solver beziiglich eines konstan-
ten R/A Faktors und konstanter Literalanzahl, bei fester oder gemischter Korper-
lange. Eine weitere Fortfithrung der hier gemachten Untersuchungen kdnnte noch
zusitzliche Einblicke verschaffen. Dies ist wegen des exponentiellen Wachstums,
aber sehr zeitaufwindig.

Von Nomore++ sind mittlerweile auch neuere, ausgereiftere Versionen erschie-
nen. Eine Untersuchung des Wachstumsverhaltens der neusten Version wiirde mehr
zugunsten von Nomore++ ausfallen.

Weiterhin wire es fiir die Untersuchung des Wachstumsverhaltens sehr hilf-
reich, fiir die unterschiedlichen Modelle, geeignete Skalierungsformeln zu haben,
die z.B. auch die Literale beriicksichtigen. Hilfreich dafiir ist eine genauere Be-
stimmung der Maxima der Kurven fiir verschiedene Parameterwerte.

Die Formel fiir den Berechnungsaufwand fiir ein Generierungsmodell zu be-
stimmen, gestaltet sich noch schwieriger als das Finden von Skalierungsformeln.
Mit einer solchen Formel, oder einer guten Approximation fiir sie, konnten aller-
dings Solver noch besser untersucht, eingeordnet und optimiert werden. Sie wiirde
wahrscheinlich auch das Verstiandnis verbessern, wodurch Probleme schwerer 16s-
bar werden.

Mit der statistischen Untersuchungen weiterer Strukturparameter fiir logische
Programme, wie beispielsweise die Anzahl der negativen Zyklen und/oder die
durchschnittliche Linge dieser, und deren Zusammenhinge zu Berechnungsauf-
wands- und Erfiillbarkeitsparametern, wird das Verstindnis der Zusammenhénge
verbessert und auflerdem einige der hier aufgestellte Behauptungen iiberpriift.

Es wurde auch eine Testreihe unter Smodels ohne lookahead fiir gemischte
Korperlange mit den Namen casesMixNLA begonnen. Leider wurden innerhalb
der Zeit keine aussagekriftigen Bereiche erreicht. Eine Fortfiihrung dieser Testrei-
he wire, im Hinblick auf die Analyse des Einflusses des lookaheads, sinnvoll.

Im Zusammenhang mit dem Modell zur Suche einer Antwortmenge aus Ab-
schnitt 4.1.2 auf Seite 34 wire es interessant herauszufinden, wie hoch der Anteil
der falschen Entscheidungen unter den Entscheidungen ist. Also wie oft bei einer
Entscheidung bzw. einem choice von der Wurzel des Suchbaums zur Antwortmen-
ge gleich der Pfad zur Antwortmenge gewélt wird und wie oft nicht, und wie die-
ses Verhiltnis mit unterschiedlichen Heuristiken beeinfluit werden kann. Dafiir ist
allerding eine Anpassung der Solver von noten, da die richtigen und falschen Ent-
scheidungen auf dem Pfad zur Antwortmenge bisher nicht ausgegeben werden und
es auch keine Moglichkeit gibt, dies aus den jetzigen Ausgabewerten zu berechnen.
In diesem Zusammenhang wire auch eine Anpassung der Solver, so dass sie die
GroBe und die Anzahl der erfolglosen Untersuchbidume ausgeben, interessant.
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Eine Untersuchung der Zusammenhénge zwischen SAT und ASP, konnte Kli-
rung dariiber bringen, warum bei ASP bei den untersuchten Generierungsmodellen
fiir zuféllig generierte Programme im Bereich des Maximum des Berechnungsauf-
wands kein Phaseniibergang bei der Erfiillbarkeit mehr zu finden ist. Dafiir konnen
die logischen Programme eines Generierungsmodells von ASP (z.B. 2-LP) direkt
in logische Formeln fiir SAT-Solver iibersetzt werden, dhnlich wie es der ASSAT-
Solver von Yuting Zhao macht, nur ohne die Einfithrung von Loop-Formeln. Wenn
diese Formeln mit SAT-Solvern gelost werden, kdnnen sie dhnliche Berechnungs-
aufwandsverlidufe wie die dquivalenten Probleme bei ASP hervorbringen, aber an-
dere Erfiillbarkeitsverldufe.

102



7.3. EIDESSTATTLICHE ERKLARUNG

7.3 Eidesstattliche Erkléirung

Ich versichere hiermit, dass die vorliegende Arbeit und die verwendeten Ideen,
soweit nicht anders gekennzeichnet, von mir stammen.

Wortliche oder sinngemiBe Ubernahmen aus anderen Werken wurden als sol-
che gekennzeichnet.

Potsdam dem 1. Dezember 2005

Bernd Osterholz
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